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Capitolul 1

Numere reale

1.1 Numere reale

Definitia 1.1.1 Fie A o mulfime nevidd. Se numeste relatie binard pe A orice submulfime a
produsului cartezian R C A x A.
Pentru x,y € A in loc de (z,y) € R vom scrie x Ry si spunem ca x este in relatia R cu y.

Definitia 1.1.2 O relatie binarda R pe A se numeste relatie de ordine daca se verifica urmdtoarele
axiome:

1.Vx e A xRx (reflexivitatea),

2. Daca x Ry si y Rz, unde x,y € A, atunci x =y (antisimetria),

3. Daci xRy si y Rz, unde x,y,z € A, atunci x Rz (tranzitivitatea).

Dacain plusVz,y € A x Ry sau y Rz, atunci relatia R se numeste relatie de ordine totala.

O multime A pe care s-a definit o relatie de ordine R se numeste multime ordonatd si se
noteaza prin (A, R) sau A atunci cand se subintelege care este relatia de ordine.

Fie A o multime ordonata pe care s-a definit relatia de ordine notatd <. Dacia B C A
este o submultime nevidd a lui A, atunci orice element a € A pentru care z < a (respectiv
a < z) oricare ar fi x € B se numeste majorant (respectiv minorant) al multimii B in A. Daca
submultimea B admite cel putin un majorant, respectiv un minorant ea se numeste majoratd
(marginitd superior), respectiv minorata (mdarginita inferior) in A. Multimea B se numesgte
marginitd, dacd este atit minoratd, cit gi majoratd. Dacd multimea B admite un majorant,
respectiv un minorant ce apartine lui B acesta se numesgte cel mai mare element, respectiv cel
mai mic element notat cu max B, respectiv min B.

Cel mai mic majorant al multimii B se numegte margine superioard exacta sau supremum gi
se noteaza cu sup B.

be A, b=supB < 2z <b, Vze B (beste un majorant al mutimii B) si daca b’ € A astfel
incat <V, V€ B, atunci b <V (b este cel mai mic majorant al multimii B).

Cel mai mare minorant al mul{imii B se numesgte margine inferioard exacti sau infimum gi
se noteaza cu inf B.

a€A a=infB&a<z, Vaze B (aesteun minorant al multimii B) si dacd o’ € A
astfel incat o/ <z, Vx € B, atunci @’ < a (a este cel mai mare minorant al multimii B).

Observatia 1.1.1 1. Dacd existd inf B si sup B nu rezultd neapdrat cd inf B,sup B € B.
2. Dacd existd inf B gi sup B conform proprietitit de antisimetrie acestea sunt unic determi-
nate.
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Exemplu 1.1.1 1. Dacd A =R gi B=10,1), atunci orice a > 1 este un majorant pentru B gi
orice b < 0 este un minorant pentru B. In acest cazinf B=0¢ B, supB =1 ¢ B, iar 0 este
cel mai mic element al lui B.

2. Dacda A =R gi B=N, atunci orice b < 0 este un minorant al lui B, dar nici un element
a € R nu este majorant pentru N; inf N =0, sup A nu existd in R.

Daca B =7 atunci nu existd nict majoranii nici minoranti; nu existd inf Z g1 supZ in R.

Definitia 1.1.3 aziomaticd a numerelor reale
Fie K o mulfime pe care sunt definite operatiile de adunare si inmulfire:

+, :KxK — K,
(,y) — z+y
(r,y) — zy

st o relagie de ordine x <y intre elementele lui K, care satisfac urmdtoarele axiome:
A1) (K,+,-) este un corp comutativ, adicd

1.7 47 este asociativa: V x,y,z € K (z+y)+z=x+ (y+ 2),

2.7 47 este comutativa: Ve,ye K v +y=y+z,

3. existd in K elementul 0 pentru care x +0 =2, Vo € K,

4. VreK, 3 —x¢eK astfel incit: x+ (—x) =0,

5.7 7 este asociativa: ¥V x,y,z € K (xy)z=2x(y2),

6. 7 -7 este comutativa: Vr,y e K zy=yw,

7. emistd in K, elementul 1 pentru care x1 =2z, Vr e K,

8. VrxeK, x#0, 327! € K astfel incit ca™ =1,

9. 7.7 este distributiva fatd de” +7: Vx,y,z€ K z(y+2)=xy+y=z.

A2.) 7 <7 este o relatie de ordine totala pe K, care este compatibila cu operatiile algebrice
2 + ” §Z 7 . ’7;

1. 7 <7 este reflexiva: * <x, Vr e K,

2.7 <7 este antisimetricd: Ve, y € K, dacdz <y siy<z=2x=y,
3.7 <7 este tranzitiva: Vx,y,z € K, daci x <y siy<z=z < 2,
4. Vr,ye K x<ysauy<ux,

S Vr,y,ze€ K, daci x <y=>x+2<y+z,

6. Va,y,2€ K 6i0<z, daciz<y=xzz<yz.

A8) Orice submultime nevidd §i magoratd a lui K admite o margine superioard exactd (axioma
marginii superioare sau azioma Cantor - Dedekind).
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Observatia 1.1.2 1. Orice mulfime ce verifica A1, A2 si A3 este izomorfd cu multimea K, pe
care o vom nota R st care se numeste mulfimea numerelor reale.

2. Ultima aziomd din definitia 1.1.3 constitue punctul de plecare in stabilirea rezultatelor de
baza ale analizer matematice, ceea ce o separd de algebra.

Teorema 1.1.1 regula semnelor in R.
1. Vz eR, z>0=—x<0;

r<0=—-x>0

2 Vzx,yeR, 2>0,y>0=2zy>0

z>0,y<0=2zy <0
z<0,y<0=2zy > 0;

3. VxeR, r#0=22>0

1#0=1>0;

1
4. VzeR, z2>0=5>0

1

r<0= 7 <0;

S Vz,yeR, z>20,y>0sic+y=0=>2=0gy=0.

DEMONSTRATIE:

1.

. Daci ¢ # 0, atunci 2 =z 2 = {

Dacaz>0,0=(—z)+z>(-2)+0=—2=>—-2<0
Dacax<0,0=(—z)+z<(—z)+0=—-2x= —x>0.

. Dacax>0g1y>0,atuncizy >2x0=0= 2y > 0.

Daciaxz >0siy <0, atunciz >0gl —y > 0,deci z(—y) >0= -2y >0=2y <0;2 <0
siy<0=2<0gi—y>0=-zy<0=zy>0.

dacdi >0=22>0

dach o < 0 = 22 = 0. Cum1#0=12>0=1>0

. Dacaxz >0, 1= x% > 0. Presupunind ca % < 0, rezultd 1 = x% < 0, ceea ce este fals,
deci % > 0.
Dacaz < 0= % < 0 se arata in mod analog.
Dacaz >0, y>0gix+y=0= ii(;y }:>—y>0:>y<0§i,cumy>0,rezulté
y =0, careimpreunécu:z—i—yzoned_é:z::0

Definitia 1.1.4 O submulfime I C R se numeste inductivd dacd 0 € I gi pentru orice x € I =
x+1el.

Teorema 1.1.2 Ezistd o singurd submultime N C R numitd multimea numerelor naturale, care
are wrmdatoarele proprietati:

1.

0eN;

2. Daccx e N=zx+1€eN;

3. Daci ACRcuO0ecAgire A=x+1€ A, atunci N C A.



10 1. Numere reale

DEMONSTRATIE:  Unicitatea. Presupunem ca existd doud multimi N si M care

satisfac conditiile din ipotezd.  Conform proprietitii 3 din enunt avem N C R cu
0eN 0eM
C N.
reNoz+1eN = M C N. De asemenea avem M C R cu JJEM:>$+1EM}:>

N C M, adica M = N.

Existenta. Consideram multimea A = {A CR|0€ A, dacax € A=z + 1€ A} # (). Daci
N =NaecqA, atunci 0 € N.

FiereN=zrecmpegA=2c A VAcA=>a+1c A VAc A=+ 1 € Nagculd =
r+1eN.

Din N = N4 A pentru orice A € A = N C A.

Observatia 1.1.3 a) Multimea N este cea mai micd multime inductivd din R (relativ la incluz-
iune).

b) Avem 0 e NJO+1=1eN,1+1=2€N,...,

N={0,1,2,...,n,...}.

c) Folosind notiunea de multime inductiva, se poate enunta principiul inductiei matematice
astfel: Dacd S C N este o multime inductivd, atunci S = N.

Proprietati remarcabile ale multimii numerelor naturale N

Teorema 1.1.3 1. Pentru orice x € N = x > 0. Dacd x € N,z # 0 atunci 3y € N astfel
incdt x =y + 1.

2. Pentru orice x,y €N cu z <y = 3z € N astfel incit y =z + 2.

3. Pentru orice z,y e N=x+yecNgryeN

DEMONSTRATIE.

1. Notdam Ry = {z € R|z > 0} multimea numerelor reale pozitive; R C R si 0 € R;

r€Ry = 2+ 1€R,. Din teorema 1.1.2 rezultd ca N C R, adicad pentru orice x € N =
T € R+.

Multimea A = {0} U{zx + 1|z € N} C N. Evident 0 € Asgidaci z € A =z +1 € A.
Din teorema 1.1.2 obtinem N C A, deci A = N. Asadar pentru orice x € N, x # 0 avem
xe{y+1|yeN} = Fye N astfel incat z =y + 1.

2. Multimea A = {x € N| daca = < y, 3 z € N astfel incat © + z = y} C N. Fiey € N
caul<y=0+y=y=0€ A Fiex € A;jdacir e Ngixa+1<y=y#0si cum
y € N= 3y € N astfel incat y =/ + 1.
Cimz+1<y=z+1<y +1=2 <y care impreuni cu z € Aneddca 32z € N
astfel incat + 2=y = (z+ 1)+ 2= (r+2)+ 1=y +1=y. Deci 3 z € N astfel incat
(z+1)+z=y=z+1€ A

Deoarece multimea A satisface proprietatile: 0 € A gi daci z € A = x + 1 € A, atunci
conform teoremei 1.1.2 N C A, de unde A = N.

3. Fiex e Ngi A={yeNlz+y e N} CN.Cumz =2+0¢€ N=0¢c A Daca
yeA=>zx+yeN= (z+y)+1eN=z+(y+1)eN=y+1€ A

Deoarece multimea A satisface proprietitile: 0 € A gidaca y € A = y+ 1 € A, atunci
conform teoremei 1.1.2 N C A, de unde A = N.
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Fiex e NgiA={yeN|zye N} CN.Din0=20eN=0€ A Daciyc A=zyeN;
z(y+1) =zy+ax € N, deoarece xy,z € N, deci y+ 1 € A. Deoarece multimea A satisface
proprietitile: 0 € Agi dacay € A= y+ 1€ A, atunci conform teoremei 1.1.2 N C A, de
unde A = N.

Teorema 1.1.4 Multimea numerelor naturale este bine ordonatd, adicd orice submulfime nevidd
alui N, A CN are un cel mai mic element.

DEMONSTRATIE. Dacd 0 € A = 0 este cel mai mic element al lui A, deci N este bine
ordonata.

Daca 0 ¢ A consideram multimea B = {z € N|z este minorant al lui A} = {z € N|z <
y, Vy € A} C N, B#0, (0 € B). B nu are proprietatea: daci x € B = z + 1 € B, deoarece
in acest caz ar rezulta B = N, ceea ce este fals. Prin urmare 3 x € B astfel incat x + 1 ¢ B.
Ardtam cd x + 1 este cel mai mic element al multimii A.

DnzxeB=zx<y Vye A=ax+1<y, Vye B adici x + 1 este minorant al lui A.
Dinx+1¢ B = 3y € A astfel incat yo < x + 1 care impreuna cu x +1 <y, Vy € B ne
diz+1=yp€ A, deciz+1€ A, gicum + 1 este minorant al lui A, x + 1 este cel mai mic
element al multimii A.

Obtinem astfel cad multimea numerelor naturale N este bine ordonata.

Teorema 1.1.5 Proprietatea lui Arhimede (287 - 212 i.e.n).
Mulfimea N a numerelor naturale nu este majoratd in R, adicd pentru orice x € R, existd
n € N astfel incit x < n.

DEMONSTRATIE. Presupunem ci existd « € R care sd majoreze multimea numerelor naturale.
N fiind o submultime nevidd majorata a lui R, conform axiomei lui Cantor-Dedekind, rezulta cad
existd supN = « astfel can < a, pentru oricen € N. CumneN=n+1eN=n+1<a=
n < a—1 < «a ceea ce contrazice definirea lui « ca fiind cel mai mic dintre majorantii lui N, deci
N nu este majoratd in R.

Observatia 1.1.4 Spunem despre corpul numerelor reale ci este un corp arhimedian (are loc
azioma lui Arhimede).

Daca consideram ecuatia

unde a,b € N, observdm ci pentru b < a aceastd ecuatie nu are solutii numere naturale. Din
(1.1) x = b — a, deci operatia inversa adunarii, scaderea, nu conduce intotdeauna la un numar
natural. Ecuatia (1.1) va avea intotdeauna solutie intr-o multime pe care o vom nota Z, care
este alcatuita din elementele ..., —n,...,—2,—-1,0,1,2,...,n,... si care se numeste multimea
numerelor intregi. Avem N C Z, (Z,+) este grup comutativ, iar (Z,-) este semigrup comutativ
cu unitate, agadar (Z, +, -) este inel comutativ cu unitate. Multimea numerelor intregi este total
ordonata fatid de relatia de ordine <.
Daca a,b € Z, a # 0 ecuatia
axr=1»b (1.2)

nu are solutii numere intregi decat atunci, cand alb. Din (1.2) =z = g, deci operatia inversa
inmultirii, impértirea, nu conduce intotdeauna la un numir intreg. Ecuatia (1.2) va avea intot-
deauna solutie intr-o multime pe care o vom nota Q, numiti multimea numerelor rationale gi care

a,beZ, a+#0,

este alcatuita din multimea numerelor intregi si multimea numerelor de forma ¢,
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b

Q= {g la,be Z, a# O} - Orice numar intreg b se poate scrie ca fractie de forma 7. Prin urmare
7 C Q.

Multimea numerelor rationale Q este corp comutativ in raport cu adunarea si inmultirea si
este ordonaté fatd de relatia de ordine < .

Daci pentru a,b € Q, a # 0 ecuatiile (1.1) si (1.2) au solutii numere rationale, ecuatia 2% = a
nu are intotdeauna solutie rationala. De exemplu, pentru ¢ = 2 nu existd nici un numar rational
al cdrui pitrat si fie 2. Presupunem ci ar exista x € Q astfel ca

2% =2. (1.3)
11 consideram pe x scris sub formia de fractie ireductibild, adicd =z = g, p,q € Z, q #
0, (p.q) =1.
Din (1.3) obtinem
2
<p> =2 = p? =2¢° (1.4)
q

deci p? trebuie si fie numir par, adicd p este numir par, p = 2m. Inlocuind in (1.4), avem

4m? = 2¢?, de unde 2m? = ¢?, adici ¢® este un numir par, deci si ¢ este un numir par g = 2m.

Atunci (p,q) = (2m,2n) = 2(m,n) # 1, ceea ce contrazice ipoteza ficutd asupra lui p si gq.
Numerele reale care nu sunt rationale se numesc numere irationale.

Definitia 1.1.5 O multime A C R se numegte densd in sensul ordinii in R, dacd pentru orice
z,y ER = <y existd a € A astfel incit x < a < y.

Teorema 1.1.6 Multimea Q a numerclor rationale este densd in sensul ordinii in R.

DEMONSTRATIE: Fie z,y € R = < y si notdim o = y —x > 0. Atunci conform teoremei 1.1.5
exista n € N, n # 0 astfel incat 7 <n, de unde 7 < a.
Consideram multimea A = {p e N| % > y} # () si fie m cel mai mic element din A. Avem

Moysi Mol cyDinM>y=smalsy Loy a=ssac

Teorema 1.1.7 Dacd x € R, atunci x = sup{r € Q|r < x}, respectivx = inf{r € Q|r > z}.
DEMONSTRATIE: Fie A = {r € Q|r < a} # (), deoarece z — 1 € A. A fiind o multime nevida
gi majoratd de numere reale, rezultd ci existi supA € A; supA < x = Ir € Q astfel incat

supA<r<xz.Cumr e A=supA <rgisupA € A, ceea ce este fals, agadar sup A = x.

Teorema 1.1.8 Fie a € R, a > 0 fizat. Daca pentru orice € > 0, € € Q avem a < €, atunct
a=0.

DEMONSTRATIE: Dacid a # 0, atunci a > 0 si, din proprietatea lui Arhimede, rezultd ci
existd n € N* astfel incat na > 1. Daca in enunt ludm € = avem a < %, de unde na < 1 si

ns
astfel obtinem o contradictie. Deci a = 0.
Teorema 1.1.9 (lema intervalelor inchise incluse) Fie Iy D I1,D -+ D I, D ... un sir descen-
dent de intervale inchise gi marginite in R, I, = [an,by], n > 0. Atunci intersectia Nyp>oly este

tot un interval. Dacd, in plus, limy,_.o(by, — apn) = 0, atunci intersectia Np>ol, este alcatuita
dintr-un punct.
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DEMONSTRATIE: Consideram A = {a, |n > 0} si B = {b, |n > 0},
ap<ap <ag < <y << by <o < by < by <by.

Multimea A este majoratd de by, iar multimea B este minoratd de ag. Fie a = sup A gi b = inf B.
Deoarece a,, < by,, Vn,m € N avem

an <a<b<b, Vn>0, (1.5)

deci [a,b] C I, Y n >0, de unde [a,b] C Ny>oln.
Daca limy, 00 (by, — a,,) = 0, atunci din (1.5) obtinem inegalitatile

0<b—a<b,—a,=a=0>,
asadar Np>ol, = {a}.

Lema 1.1.1 Lema lui Cesaré (1859-1906)
Orice gir mdrginit de numere reale contine un subgir convergent.

DEMONSTRATIE: Fie (z,) un gir marginit de numere reale. Atunci existd numerele reale
a,b € R, a < b astfel incat x, € [a,b], V n € N si consideram ¢ = & "2i_ b
la, ], respectiv [c, b] il alegem pe acela care contine o infinitate de termeni ai girului x,,. Notdm
intervalul ales cu I} = [a1, b1].

. Dintre intervalele

b—a
2

a§a1<b1§b, bl—alz

Fie ¢; = (“Tm. Dintre intervalele [a1, 1], respectiv [c1, b1] il alegem pe acela care contine o
infinitate de termeni ai girului x,,. Notam acest interval cu Is = [ag, ba].
b—a
a<ar <ay <by<b <0, 52—(12:272
Folosind procedeul de mai sus construim inductiv un sir de intervale inchise I, = [ap,by] cu

urmaétoarele proprietdti: I, contine o infinitate de termeni ai sirului =,

a=ay<ap<ay<- - <a, <<y <o <be<byp <byp=0b

§iby —an = 2% VneN.

Conform teoremei 1.1.9, rezulta Npenly, = {£}.

Din constructia intervalelor I,, existd un sir strict crescator de numere naturale ng < n; <
<<y < ... astfel incat xp,, € Iy, p € N. Deoarece x,,,, § € I, avem |z,, — §| < 1’2_7,3“, Vpe
N, de unde rezulta ca x,, — §.

1.2 Multimi numarabile

Definitia 1.2.1 Doud mulfimi A si B se numesc echipotente daca existd o aplicalie bijectivd
f:A— B. Dacd A si B sunt mulfimi echipotente, atunci vom nota A ~ B, iar relaia” ~ 7 se

numegte relatie de echipotentd.

Teorema 1.2.1 Relatia de echipotentd este o relafie de echivalentd pe clasa multimilor.
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DEMONSTRATIE:

1. A ~ A, pentru orice multime A, deoarece aplicatia identicd 14 : A — A este o bijectie,

deci 7 ~ 7 este reflexiva.

2. Daci A ~ B, atunci existd o aplicatie bijectivi f : A — B. Cum inversa ei f~!: B — A

este, de asemenea, bijectivi, avem B ~ A, deci 7 ~ 7 este simetrica.

3. Daca A ~ B gi B ~ C, atunci exista dou# aplicatii bijective f : A - Bgig: B — C.
Aplicatia go f : A — C este, de asemenea, bijectivi gi obtinem A ~ C', adica 7 ~ 7 este
tranzitiva.

9

Din 1, 2 si 3 deducem ca relatia de echipotentd 7 ~
multimilor.

este o relatie de echivalenta in clasa

Definitia 1.2.2 1. O multime A se numegte finita, dacd existd un numdar naturaln € N astfel
incat A ~{1,2,...,n} sau A =0, gi infinitd in caz contrar.

2. O multime A se numeste numdrabild dacd A ~ N gi nenumdrabild daca este infinitd gi nu
este numarabild.

3. O multime A este cel mult numdarabild dacd A este finita sau numdrabild.

Observatia 1.2.1 1. Doud mulfimi finite sunt echipotente dacd si numai dacd au acelagi
numdr de elemente.

2. Dacd multimea A este numdrabild si f : N — A este o bijectie, iar f(n) et an, n € N,

atunci elementele multimii A formeazd un sir infinit de elemente diferite ay,as,...,ay. .. ..
Agsadar mulfimea A este numdrabild dacd si numai dacd toate elementele ei formeazd un
SIT ALy ey Qpyene -

3. Orice submulfime infinitd a unei mulfimi numdrabile este numarabild.

4. Orice submulfime a unei mulfimi cel mult numdrabile este cel mult numdrabild.

Exemplu 1.2.1 1. Mulfimea numerelor naturale N este numdrabild.

2. Multimile numerelor pare respectiv impare sunt numdrabile.

Corespondentele n — 2n, respectiv n — 2n + 1 sunt bijective.
Definitia 1.2.3 Pentru orice multime A se numeste cardinalul lui A si se noteazd |A|, clasa de
echivalentd o lui A, adicd familia tuturor mulfimilor echipotente cu A.
|A| = {B| A ~ B}, unde A, B apartin clasei multimilor.
Observatia 1.2.2 1. |[A|=|B|< A~ B.
2. 10| =0, sar |{1,2,...,n}| =n.

3. Cardinalul multimii numerelor naturale se noteazd |N| = Rg (alef zero).

Teorema 1.2.2 Reuniunea numdrabild de multimi numdrabile este o multime numdarabild.
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DEMONSTRATIE: Fie A,, n € N un gir de multimi numarabile. Deoarece fiecare multime
A,, n € N este numirabild, rezultd ci se pot numerota elementele ei sub forma A, =
{a},ay,... ;al',...}. Putem presupune ci multimile sunt disjuncte doud cate doud; daca un
element apare in mai multe multimi il mentinem numai in prima multime in care apare, iar in
restul multimilor il inlaturam.

Formam urmitorul tabel, in care liniile sunt alcatuite din elementele multimilor A,,:

A . / 7 al e
Ay l .........
3 / 3 / 3 3
A3 al a2 a3 a4 ---------
4 / 4 4
A4 a/l a/2 a3 a4 ---------
Luand elementele din tablou in ordinea indicatd de sigeti, formam sirul ai,ald,a?, a3,
a%, a};, a}l, a%, a%, aff, .... Oricare ar fi un element a7, al unei multimi A4,,, m € N, el apartine aces-

tui sir. Prin urmare, girul de mai sus contine toate elementele reuniunii U,>1A4,, deci Up>14,
este numarabila.

Teorema 1.2.3 Produsul cartezian al unui numar finit de multimi numdrabile este, de aseme-
nea, numarabal.

DEMONSTRATIE: Este suficient de ardtat cd produsul cartezian a doud multimi numarabile
Ap si Asg este numdirabil. Cum A; este multime numérabila, putem numerota elementele ei de
forma A; = {ai,a2,...,an,...}. Atunci A1 x Ay = Up>1{an} x A2. Multimea {a,} x Az este
echipotentd cu As, prin urmare, este numdirabild. Astfel, produsul A; x Ay este o multime
numarabild de multimi numérabilé si, conform teoremei 1.2.2, el este numarabil.

Teorema 1.2.4 Multimile Z si Q sunt numdrabile.
DEMONSTRATIE: Cum aplicagia f : N — Z definita prin

% , dacan este par

fln) =

- JQF 1 , daca n este impar

este o bijectie, rezultd cd multimea numerelor intregi este numéarabila.
N ~ N* deoarece, daca consideram aplicatia g : N — N* g(n) = n+1,n € N, ea este o bijectie.
Asgadar, N* este gi ea numdarabild. Conform teoremei 1.2.3 multimea Z x N* este numarabili.
Aplicatia h : Z x N* — Q definitd prin h(p,q) = g fiind o bijectie, rezultd Z x N* ~ Q si,
deoarece N ~ Z x N* | rezultd N ~ Q, adicd multimea numerelor rationale este numéarabili.

Teorema 1.2.5 Mul{itmea numerelor reale R nu este numarabild.

DEMONSTRATIE: Presupunem prin absurd cd multimea numerelor reale ar fi numirabild,
adicd ar exista o bijectie f : N — R f(n) = an, n € N. Scriem elementele a,, ca fractii zecimale

ap = Tp, TpiTn2 - .- Tnm - .., n € N, unde (zi5)ij>1 € {0,1,2,...,9}, =, € Z.
Consideram elementul b = 0,b1b2bs ..., unde by # x11, by # x92, b3 # x33 etc. Cum b € R,
existd p > 0 astfel incat b = xp, adica 0,b1babs - = Zp, Tp1Tp2 ... Tpn - .. = by = Tpp, ceea ce

contravine alegerii cifrelor b,. Asadar, multimea numerelor reale R nu este numarabila.
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Corolarul 1.2.1 Mulfimea numerelor irationale R — Q nu este numdrabild.

DEMONSTRATIE: Presupunem cd R — QQ este numarabild. Deoarece R = QU (R — Q) si Q
este numarabild, conform teoremei 1.2.2 ar rezulta cad R este numarabila, ceea ce este fals.

Corolarul 1.2.2 Orice interval deschis (a,3), unde o < B este multime nenumdrabild.



Capitolul 2

Spatil metrice

2.1 Spatii metrice

Spatiile metrice formeazi o clasd importanta de spatii topologice. Datordm aceastid notiune
matematicianului M. Frechét (1878-1973) care, introducand notiunea de distanta intre obiecte
matematice de acelagi tip, ne permite si vorbim de distanta nu numai intre doud puncte din
plan.

Definitia 2.1.1 Fie X o multime nevidd. O functie d: X x X — R cu proprietdtile:
(D1) d(z,z) =0, Yz € X;
(D2) d(z,y) =d(y,x), Vz,y € X (simetrie);
(D3) d(x,y) <d(z,z)+d(z,y), Vz,y,z € X (inegalitatea triunghiului);
se numegte semimetricd (sau semidistantd). Dacd, in plus, d verificd si
(D4) d(z,y)=0=z=y, Vz,yelX,
atunci d se numeste metricd (sau distanid).

Observatia 2.1.1 1. Dacd in (D3) punem x =y obtinem:
d(z,z) < d(z,z) +d(z,x), Vx,z € X, de unde d(x,z) >0,V x,z € X.
2. Putem reduce numdarul de axiome care caracterizeazd notiunea de semimetricd. Astfel
(D2) si (D3) sunt echivalente cu (D2')
(D2): d(z,y) <d(z,z)+d(y,z), Va,y,z € X, deci (D1)+ (D2) + (D3) < (D1) 4+ (D2').
Evident (D2) 4+ (D3) = (D2). Reciproc, luam in (D2') z = x si obfinem

d(z,y) < d(z,z) +d(y,z) = d(z,y) < d(y,v)
Dacd inversam pe x cu y avem d(y,z) < d(z,y), deci d(x,y) = d(y,x), adica (D2).

Definitia 2.1.2 O pereche (X,d), unde d: X x X — R este o metricd (semimetricd) se numeste
spatiu metric (semimetric). Elementele unui spatiu metric se numesc puncte.

Observatia 2.1.2 1. Daca perechea (X, d) este un spafiu metric si A C X este o submulfime
nevidd a lui X, atunci perechea (A,d) este un spatiu metric.

2. Pe o mulfime nevida X pot fi definite mai multe distante, dupd cum vom constata mai jos,
deci mai multe structuri de spatiu metric. Atunci, cdnd nu este pericol de confuzie, spatiul
metric (X,d) va fi notat cu X.

17
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In continuare vom da cateva exemple de spatii metrice.

1. (R,d) este un spatiu metric, unde d : R xR — R d(z,y) = |z —y|, V x,y € X este
metrica euclidiana.

2. (C,d) este spatiu metric relativ la metrica euclidiand d : C x C — R, d(z1,22) = |21 —
29|, V 21,29 € C.

3. (R",C) este spatiu metric, unde metrica euclidiand d : R" x R™ — R se definegte astfel:
Va=(r1,z2,...,0,) ER", Yy=(y1,92,...,Yn) € R"

N 1/2
d(z,y) = [Z(% —%)2] -

=1

Verificarea proprietatilor (D1), (D2) si (D4) este imediati.
Pentru a verifica (D3) fie x = (z1,22,...,%n), ¥y = (Y1,Y2,-- -, Yn) $i 2 = (21, 22,...,2,) € R

" 1/2
> (i - yi)2] <

=1

1/2
+

n

> (@i—z)?

i=1

n 1/2
(D3) & S (e - M] (2.1)

=1

Notam z; — z; = a; §i z; — y; = b;, i = 1,n. Atunci relatia (2.1) devine
i=1 i=1
n 271 g 1/2
5 ] [Z bg] -
i=1 i=1

& Zn:(ai+bi)2 < zn:a§+zn:b§+2
Zjl n . 1/2 Zn:1 1/2 n 2 n n
i=1 =1 =1 =1 =1 =1

care nu este altceva decat inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz.
Observam ca spatiile metrice (R2,d) si (C,d) cu distantele euclidiene sunt identice.
4. (R™,d) este un spatiu metric, unde d : R” x R” — R

1/2 1/2

+

n
d(xuy) :Z|xl_yl’7 V$Z($1a$2aa$n)y: (y17y2)7yn) GRH
i=1

este metrica Manhattan (distanta "pogtagului").
5. (R™,d) este un spatiu metric relativ la distanta d : R” x R* — R

d(xvy) = maix|xz_yz‘a V= (xlax%"wxn)a y= (y11y27"'ayn) e R"™.

i=1n

6. Fie A € M, (R). Orice matrice din M, ,,(R) poate fi identificatda cu un vector din
R™™,

ail a2 . A1n
a21 a . a

A = 2 22 2n —
aml1 Am2 ... Amn

= (a11a12 e Qlp ...0210922 ...0920 -« . Q1AM - - - amn).
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Cum pe R™" am introdus deja 3 metrici, rezultd cad putem defini distanta intre doud matrici
folosind cele 3 metrici.
7. (R™,d) este un spatiu metric, unde d : R" x R — R

d(z,y) = [Z |2; — yil”
=1

y=(y1,Y2,---,Yn) € R™ este metrica Minkowski (1864 - 1909).
Verificarea proprietatilor (D1), (D2) si (D4) este imediatd. Pentru a ardta ca are loc gi (D3)
vom folosi urmétoarele inegalitéti.

1/p
) VPZL peRv V$:($1,$2,...,.’Bn),

Lema 2.1.1 Fie a,b € Ry sip,q > 1 astfel incdt ]lj =+ % = 1. Atunci

al b
ab< — 4 —.
p q
DEMONSTRATIE: Functia f: (0,00) — R
P 9
fa) =2+
(z) e

11
este derivabild gi are un minim in punctul z = 1. Pentru £ = a9b » avem

11 1 » 1 q
1:f(1)§f<a<11b i) :Z;aé’b—w&a—lbi.

b4

b _ 0%
T

Cum q

14 4 —,— 5 a?
P 1§1p—q 1, rezultd ab < T
Lema 2.1.2 Fie a;,b; e Ry, i=1,n sip,q > 1 astfel incat ]l? + % = 1. Atunci

n n 1/p n 1/q
> aib; < [Z aif] [Z b;f] inegalitatea lui Holder (1859 - 1937).
i=1 i=1 i=1

DEMONSTRATIE: Presupunem ci cel putin un a; # 0 respectiv, b; # 0. Fie a = ﬁ
; [> i1 a;]
b= — -t
(o ]

Folosind lema 2.1.1 pentru a si b obtinem

aibi < af 4 bg . 1
< , 1=1,n.
oy al) P [ ] T e a3 b
Insumand dupa i avem
D iy ibi < D1 + Dy by :14_1:1
el PSP aiabl P

de unde

n n 1/p n 1/q
=1 =1

i=1
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Lema 2.1.3 Fie a;,b; e Ry, i =1,n sip> 1. Atunci

[Z(al + bi)p < [Z af
i=1

i=1
DEMONSTRATIE: Daca p = 1 obtinem chiar egalitate. Pentru p > 1 avem

1/p 1/p

n 1/p
+ Z bf] inegalitatea lui Minkowsks.
i=1

n n

Z(ai + bi)p = Z(al + bi)p_l(ai + bl) = Z(al + bi)p_lai + Z(az + b1)p_1bi <
i=1 i=1 i=1 =1

n

p
Z a;
=1

IN

pr n ,
[Z (a; +bir )7t

i=1

n 22 lrn 1/p n 1Up
= Z(az + bi)p [Z af + be] ,
i=1 i=1 i=1
de unde rezulta
n 1/p n 1/p n 1/p
[Z(ai + b;)? < [Z all  + Z A
i=1 i=1 i=1

Fie x = (x1,...,2n), y= (Y1,---,Yn) i 2 = (21, 22,...,2,) € R™.

n 1/10
>z yz‘|p] (2.2)

Notam a; = x; — 2 si b; = z; — y;, ¢ = 1, n. Cu notatiile facute 2.2 devine

n n n 1/p
[zmw < [zw zwi] ,
=1 =1 =1

ceea ce este adevirat folosind inegalitatea lui Minkowski.

n 1/p

PR,

=1

n 1/10
(D3) < [Z |zi — yi|p] <

=1

1/p 1/p

+

Observatia 2.1.3 Dacd nu va fi precizat vom subintelege pe R™ distanta euclidiand.

8. Pentru orice multime nevida X, (X,d) este spatiu metric, unde d : X x X — R

0, daci z=vy

d(@,y) _{ 1, dacd z=#y
numeste spatiu metric discret.

9. Hipercubul de dimensiune n.

Fie B = {0,1} codul binar. Multimea B"™ = B x B x --- x B se numesgte hipercub de
dimensiune n. Orice n-uplu x € B", © = (z1,%2,...,%n) = T1X2...T, reprezinta un cuvant de
cod de lungime n. Definim adunarea modulo 2 in B gi o extindem la elementele din B™. Astfel
Vax,y€ B" v = (x1,22,...,Zn), Yy = (Y1,Y2,-- - Yn), TDBY = (21 DY, 22 D Y2,...,Tn, D Yn)-
Pentru V z,y € B" se definegte d(z,y) = >, ;i ® y;, adicd numéarul de componente ale lui z si
y care nu coincid.

, Va,y € X, este metrica discretd. Un astfel de spatiu metric se
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Se verificd ugor ca (B™,d) este un spatiu metric d, unde d se numeste distanta Hamming
(1915 - 1998).

Hipercubul de dimensiune 2 este patratul avand latura de lungime 1 gi ca varfuri cuvintele
de cod 00, 01, 10, 11. Hipercubul de dimensiune 3 este cubul obignuit de laturad avand lungimea
1, iar ca varfuri cuvintele de cod 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110 si 111.

Multimea B™ are o interpretare remarcabild gi anume B™ ~ A,, unde A, este multimea de
numere naturale {0,1,2,...,2" — 1}. Orice numar x € A, are o reprezentare unici de forma
T = 2?21 ;2" cua; € B si poate fi astfel identificat cu punctul aias...a, € B".

10. Proiectia stereografica.

Fie o sferd in R? cu centrul in O(0,0,0) si N extrem- A
itatea cealalta a diametrului ce trece prin O. Orice punct
z din planul complex xOy va fi proiectat intr-un punct P
de pe sferd prin intersectia sferei cu dreapta Nz. Astfel
fiecdrui punct din plan ii corespunde un punct de pe sferi
si, reciproc, fiecarui punct de pe sferd ii corespunde un
punct din plan. Aceastd corespondentd este o corespon-

N(O, 0, 1)

\

denta homeomorfa. Y
Definim o metricd pe C (alta decat metrica in plan)
numitd metrica sferica in C astfel: z
X
):CxC—R
2|z — 2| Figura 2.1:

n o no_
5(272)_d(P7P)_ \/1+‘Z|2\/1+‘2’/’27

unde d este metrica euclidiana in R3.

Aceastd operatie, prin care punctele din plan se pun in corespondenti cu punctele sferei,
se numeste proiectie stereografica prin polul N, iar sfera se numegte sfera lui Riemann (1826 -
1866).

Daci z € C se indepirteazid de originea O (|z| — o0), atunci punctul P se apropie pe sferd
de punctul N si vom identifica elementul de la infinit cu N de pe sferd. In acest fel in planul
complex vom vorbi de un singur punct la infinit.

C = CU{oc} se numeste planul complex compactificat.

Punctul P are coordonatele

p(e= 2x - 2y C_.7:2—|—y2—1
o242+ U Tm 2 24y

Invers, orice punct P # N al sferei va determina un singur punct z € C prin intersectia dreptei
+1in
1-(-

NP cu planul £ = 0. Daca P are coordonatele P(&,n,(), atunci z =

11. Fie A o multime nevida, A C R"™.

(M(A),d) este spatiu metric, unde M(A) este multimea functiilor numerice, reale, marginite
definite pe A, iar d : M(A) x M(A) — R definita prin d(f,g) = sup,eca |f(x) —g(x)], ¥ f,g €
M(A) este distanta uniforma.

Verificarea conditiilor (D1), (D2) gi (D4) este imediata. Ardtdm ca are loc si conditia (D3).
Avem inegalititile evidente V f, g, h € M(A),Vx € A

[f(2) = g(@)] < [f(2) = h(z)] + [h(z) — g(x)] < ilelg\f(%‘) —9()] +ilelg\h(x) —g(@)|-
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Atunci
sup | f(x) — g(x)| < sup |f(z) — h(z)| + sup |h(z) — g(z)],
x€A z]€A r€A
adica d(f,g) < d(f,h) +d(h,g),V f,g,h € M(A).
12. (C*([a,b]),d) este spatiul metric, unde C*([a,b]) = {f : [a,b] — R|f, f', f" ..., f*
sunt continue pe [a,b], k € N}, iar d : C*([a,b]) x C*([a,b]) — R este definitd prin

k

d(f,g) = m[a)z} |F9(x) — g (x)] metrica Cebagev (1821 - 1894).
z€[a,
=0

2.2 Spatii vectoriale

Definitia 2.2.1 Fie V o multime nevidad si (K,+,-) un corp comutativ. Spunem cd pe V s-a
definit o structurd de spatiu vectorial (sau spatiu liniar) peste corpul K, dacd s-au definit o lege
de compozitie internd pe V, notatd cu &,

VxV-V
(v,w) = vBw

st 0 lege de compozifie externd, notatd cu ©,

KxV
(,v) = a O,

care verificd urmdatoarele axiome:

(Vi) (V,®) este grup abelian;

(V2) (a+0)0v=aG0vdf0ou, Va,e K, YveV,

(V3) aGdw) =ad®vdadw, aeK, YoweV;

(V4) a0 (Bov)=(af) O, a,Be K, YveV;

(V5)  Daci 1 este elementul unitate al corpului K, atunci 1 ©v=v, Vv e V.

(V,K,®,®) se numeste spatiu vectorial (liniar) peste corpul K sau K spatiu vectorial. Ele-
mentele lut V' se numesc vectori, iar elementele lut K se numesc scalari. Dacd K = R, respectiv
C, atunci (V, K,®,®) este un spaliu vectorial real, respectiv complex.

Exemplu 2.2.1 1. Daca fizam un corp (K, +,-), atunci pe acest corp avem o structurd de K
spatiu vectorial.

2. Daca V =R", K =R gi pentru orice x = (x1,22,...,2n), Yy = (Y1,Y2,-.-,Yn) € R" a € R,
definim cele doud operatii

CC@?/:($1+yla$2+?/2,---7$n+yn)
a®x=(ary,ary,...,ar,),

atunct R™ este un spatiu vectorial real n dimensional.

3. Daci V = C%[a,b)) = {f : [a,b] — R|f continui}, K =R iV f,g € C°([a,b]), Va € R
sV x € [a,b] definim cele doud operatii:

(f®g)(x) = f(z)+g(x)
(@@ f)(x) =af(x) ,

atunci (C%([a,b]), R, ®,®) devine spatiu vectorial real.
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4. (C*([a,b)), K, ®,®) este spatiu vectorial real, unde ® si ® sunt operatiile definite la exem-
plul 3.

nvenim unci, cand nu rodu nfuzi ratia interna sa fie n a cu iar
Conve ca atunci, cand nu se produce confuzie, operatia interni si fie notatd cu ” 4+ 7, ia
cea externa ” -7 gi K-spatiul vectorial (V, K, +, ) s-1 notdm cu V sau V/K.

Definitia 2.2.2 Fie V un K spatiu vectorial real sau complex. O aplicatie q: V — R ce verificd
proprietatile:

(N1) q(v)>0, VveV giqv)=0<v=0y;

(NZ)  q(v) = g(~v), YveV:

(N3) q(v1 +v2) < q(v1) 4+ q(va), Ywvi,v2 €V (proprietatea de subaditivitate), se numeste
cvasinormd.

Daca intarim conditia (N2°) prin conditia:

(N2) q(av) = |alq(v), Y v €V, atunci cvasinorma se numegte normd.

Observatia 2.2.1 1. Vi, va,...,0, € V g (31 v) <D0 q(vy).
2. Yur,ve €V |q(v1) — q(ve)| < q(vy — v2).
3. Vom nota, in mod curent, norma prin || - ||.

Exemplu 2.2.2 Fie V =R" si K =R. Pentru orice v = (x1,%2,...,x,) € R" se definesc

n n 1/2
lzlly =) lzl, Nl = [ZwQI o ll#llee = maxfai.
i=1 i=1

i=1n

Consideram un spatiu vectorial real V' gi o metrica d : V x V' — R. Atunci (V,d) va fi spatiu
metric. Fie functia ¢ : V — R definita prin

q(v) = d(v,0y) (2.3)
si presupunem, ci distanta d este invarianti la translatii, adica
d(vy + v, vy +v) = d(v, v2), Y v, v1,v9 € V.

Deoarece d(v,0y) > 0 avem ¢(v) >0,V v € V; g(v) =0 < d(v,0y) =0 < v = 0y din (D1) si
(D4) definitia 2.1.1, deci ¢ verifica (N1).

VveVg) =dwv,0y) =dv—uv0y—v)=d0y,—v) =d(—v,0y) = g(—v), adicd are loc
(N27).

Vur,v2 € V q(v1+v2) = d(v1+vs, Oy) = d(v1, —v2) < d(v1,0v)+d(Oy, —v2) = q(v1) +q(v2),
deci ¢ verifica si (N3).

Observim c#, pornind cu o metricd invarianta la translagii, ajungem la o cvasinorma. Are
loc si reciproca, adica o cvasinorma determind o metrica invarianta la translatii.

Fie ¢ : V — R o cvasinorma pe spatiul vectorial real V gi definim functiad:V xV — R

d(vy,v2) = q(v1 — v2) (2.4)
Atunci
VvoeV d(v,v) =q(v —v) =q(0y) = 0= (D1);
Vo,veeV d(vi,v2) = q(v1 — v2) (vg — v1) = d(vg,v1) = (D2);
(

=q
Vo, v,v3 €V d(v,v2) = q(v1 —v2) = q(v1 —v3 +v3 —v2) <
< q(v1 —v3) + q(v3 — v2) = d(v1,v3) + d(v3,v2) = (D3).
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Daca vi,v2 € V d(vi,v2) = 0 = qv1 —v2) = 0 = v1 —vy = 0y = v1 = vy = (D4);
Y, vg,v €V d(vr +v,v2 +v) =q(v1 +v— vy —v) = q(v; —va) = d(vy,v2), adicd d definitad
prin (2.4) este o metrica invarianta la translatii pe V. Deci metricele invariante la translatii sunt
generate de cvasinorme.

Daci in (2.3) consideram ca d este o metricad compatibild cu inmultirea cu scalarii, adica
VaeK,VYu,v €V dav,avy) = |a|d(vy,ve), atunci g definit de (2.3) este o norma. Intr-
adevar, ¢(av) = d(av,0y) = |a|d(a, 0y) = |alg(v), prin urmare are loc (N2).

Daca g este o normi, atunci metrica d definitd de (2.4) este compatibila cu inmultirea cu
scalarii. Intr-adevir, pentru orice vi,v2 € V,V o € K avem

d(avi, ave) = q(avy — avy) = q(a(vy — v2)) = |alq(vy — v2) = |ald(vy, v2).

Astfel avem o corespondenti biunivocd intre metricele invariante la translatii si compatibile
cu inmultirea cu scalarii gi norme. Metricele care au fost introduse la exemplele de la spatii
metrice sunt induse de norme (distanta sfericd nu este indusd de nici o norma) si, la randul lor,
induc norme.

Definitia 2.2.3 Un K spatiu vectorial pe care s-a definit o normd se numeste spatiu vectorial
normat.

Definitia 2.2.4 Fie (V,K,+, -) un spaliu vectorial, unde K = R sau C. O functie (-, ) :
V xV — K se numeste produs scalar dacd sunt satisfacute urmdatoarele proprietdti

Pl (z,z)>0,Vz eV i (z,2)=0&2x=0;
P2 (z,y) = (y,%),YVx,y €V;

P3 (z+4y,2)=(z,2)+ (y,2),Vx,y,2 € V;
P4 (aa:,y)—a(a;y)VaeKVa:yEV

Exemplu 2.2.3 In spatiul vectorial real R™ functia
Y) =Y i, = (T2, ,3), y¥= (YY) ER"

este un produs scalar pe R™.

Definitia 2.2.5 Un spatiu vectorial pe care s-a definit un produs scalar se numeste spatiu pre-
hilbertian.

Teorema 2.2.1 Inegalitatea Cauchy - Buniakovski - Schwarz.
Daca (V,K,+,-) este un spatiu prehilbertian inzestrat cu un produs scalar (-, - ), atunci

l(z,9)] <V (z,2)V/(y,y), Yaz,yeV.

DEMONSTRATIE. Fie z,y € V gi a € C. Avem

0 < (az+y,az+y) = |af*(z,2) + a(z,y) + a(z,y) + (4, y) (2.5)

Dacd (z,y) = 0, atunci relatia din enunt are loc. Daca (z,y) # 0, atunci in (2.5) fie «

/\

(z yi,t t € R. Avem t?(x,z) + 2t|(z,y)| + (y,y) > 0, V ¢t € R daca si numai daca |(z,y)]* <
(z,2)(y,y), Va,y € V.
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Teorema 2.2.2 Orice spatiu prehilbertian este un spatiu normat.

DEMONSTRATIE: Fie (V, K, +, - ) un spatiu prehilbertian inzestrat cu un produs scalar (-, - ) :
V — K i definim functia || - || : V — R ||z|| = \/(z,z). Aratam ca functia || - || este o norma.

Avem

|lz]| =0 (z,2) =0& (z,2) =0 =146
loz|| = /(az, az) = Vaa(z,z) = /a2 (z,2) = |a|/(z,2) = |af|z]|
|z +yll* = (@ +y,2+y) = (x,2) + (2,9) + (y,2) + (y.y) =

= lz|®+ Iyl + (z,9) + (z,y) = |=]> + |y*]| + 2Re (z,y) <

2z )1* + [lyl1* + 2|(z, )| < [zl + Iyl + 20zl [yl = (=] + [ly])?,

IN

adica ||z +yl| < [lz]| + [[y]-

2.3 Topologia indusa de o metrica

Definitia 2.3.1 Fie X un spatiu metric, x € X un punct fizat si v > 0 un numdr real pozitiv.
Multimea S(z,7r) = {y € X |d(z,y) < r} se numeste sferoid deschis centrat in x de razd r.

Exemplu 2.3.1 1. Fie X =R,z €R gir > 0.
S(x,r)={yeR||lz—y|<r}=(x—r,z+7r).

Asadar, sferoizii deschisi din R sunt intervalele deschise din R.
2. Fie X =R", x = (z1,22,...,2,) € X g7 > 0.

S(%,T’) = {y = (y17y27 s 7yn) eR" ’ (yl - xi)2 < 72}'
Pentru n = 2 sferoizii din R? reprezintd discurile din R?, iar pentru n = 3 sferoizii din R sunt
sferele pline din R3.
3. Fie X = C%[a, b)), f € C°[a,b]) sir > 0.
S(f,r) ={g € C[a, b)) [d(f,9) <7} = {g € C°([a,}]) | Jnax, [f(z) —g(z)| <r}.
g€ S(fir) = |f(z) —g(z)| <r, Vz€la,b]= f(z) —r <g(z) < f(z)+r, z€A,
asadar S(f,r) este multimea functiilor g ce au graficul situat intre graficele functiilor f—r, f+7.

Fie X un spatiu metric.

Definitia 2.3.2 Se numeste vecindatate a punctulur x € X orice multime V. .C X pentru care
existd un sferoid deschis centrat in x, adica 3 S(z,r) CV, r>0,r € R.

Pentru orice € X notdm V, = {V C X |V vecinitate a punctului z € X}.

Observatia 2.3.1 Orice sferoid cu centrul in x este o vecindtate a lui .
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Teorema 2.3.1 Proprietatile vecindtafilor unui punct, intr-un spatiu metric X.

1. VYV eV, avem x € V;

2. Daca VeV, siV CU, atunci U € V,;

8. Daca V1,Va € V., atunct Vi N Vy € Vy;

4. Daca Ve Vy, atunci 3U € V,, U CV astfel incitVy c U,V €V,

5. Daca x # y, z,y € X, atunci 3V €V, ¢i V €V, astfel incit VNU = 0 (proprietatea
Haussdorf).

DEMONSTRATIE: 1. evident.

2. Dacd V € V,, atunci 3 r > 0 astfel incat S(z,r) C V. Cum V C U rezultd cd Ir >0
astfel incat S(z,r) C U, de unde U € V,.

3. Din V; € V,, i = 1,2 rezulta ci existd r; > 0 astfel incat S(z,7;) C V;, Vi=1,2. Alegand
r = min(ry,re) > 0, avem S(x,r) C Vi N Vs i, deci, Vi NVa € V.

4. Cum V € V,, rezulta ci exista r > 0 astfel incat S(x,r) C V. Daca luam U = S(z,r) € Vs,
atunci aceasta satisface cerinta.

5. Intrucat = # y, rezultd d(z,y) > 0. Fie r = %d(x,y) >0V =S(x,r) eV, U=
S(y,r) € Vy. Presupunem ca VNU # 0, adick 32€ VNU.Din 2z € VNU = d(z,2) < r i
d(y,z) < r. Insa

2 1
d@w%ﬁﬂ%@+ﬂ%w<2W=yWMD$§M%w<O

ceea ce contravine faptului ca d(x,y) > 0. Astfel, presupunerea facutd este falsd, prin urmare,
VnuU=0.

Definitia 2.3.3 Fie X un spativ metric. Submulfimea D C X se numeste deschisd sau un
deschis al spativlui X dacd D € V,, ¥V x € D, adicd o datd cu orice punct al ei confine un sferoid
centrat in acel punct.

Teorema 2.3.2 Fie X un spatiu metric, a € X gir > 0, r € R. Atunci S(a,r) este o multime
deschisd.

DEMONSTRATIE: Fie b € S(a,r), d(a,b) < r si notam r, = r — d(a,b) > 0. Pentru ca S(a,r)
sa fie o multime deschisa e suficient si aratam ca S(b,71) C S(a,r).

x € S(b,r)=d(x,b) <ri=r—d(a,b) = d(x,b) +d(a,b) <r; d(z,a) < d(z,b) + d(a,b) =
d(z,a) < r, adicd z € S(a,r).

Definitia 2.3.4 Fie X un spativ metric. O submulfime ' C X se numeste inchisd sau un inchis
al spatiului X, dacd X — F = Cx F este deschisd.

Exemplu 2.3.2 1. 0 si X sunt in acelagi timp multimi deschise si inchise.

2. Pentru X =R, a,b € R a < b intervalele (a,b), (a,00), (—o0,a) sunt mullimi deschise,
intervalele [a,b], [a,00), (—00,a] sunt multimi inchise, dar intervalele [a,b), (a,b] nu sunt
nici inchise, nict deschise. Mullimea 7Z C R este inchisa, dar mulfimea Q C R nu este nici
inchisd, nict

deschisd.
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3. Pentru X = R? multimile {(z,y) € R?*|2% + y* < r?}, {(z,y) € R?*|2? + 4> > r?},
{(z,y) € R?|r? < 2? + y? < R%}, unde r, R € R, 7, R > 0, sunt multimi deschise, in timp
ce mulgimile {(x,y) € R? |22 +y? <72}, {(z,y) € R?| 2% + 42 > r?}, {(x,y) € R?|r? <
22 4+ y% < R%} sunt multimi inchise.

Multimea formatd dintr-un singur punct in R? este inchisd ca si multimea [a,b] x [c, d].

4. Fie Y un spativ metric i X CY spatiul metric cu distania indusd. O submultime A C X
este deschisd in X < 3D CY deschisd astfel incit A= DN X.

Definitia 2.3.5 Dacd X este o multime si T o familie de submultimi ale lui X, T C P(X) ce
verifica proprietatile:

1. 0,X €T,
2. Orice reuniune de mulfimi din T apartine lui T, adica ¥V A; € T, i € I avem U;je1A; € T;

3. Orice intersecfie finitd de multimi din T apartine lui T, adicaV A; € T, i € I cu I finitd
avem NicrA; € T,

atunci spunem ca pe X este definita o topologie T , iar perechea (X, T) se numeste spatiu topologic.

Teorema 2.3.3 Fie X un spatiu metric si T = {D C X | D multime deschisi} multimea de-
schigilor din X. Atunci (X, 7)) este un spatiu topologic.

DEMONSTRATIE: 1. evident.

2. Fie D; € 7,4 € I multimi deschise ¢i notdm D = U;c;D;. Dacid a € D, atunci Jig € [
astfel incat a € Dj, si, cum D;, este deschisd, 3 S(a,r) C D;, C D, asadar D este deschisa.

3. Fie D = NjerD; unde D; € 7 sunt multimi deschise, ¢ € I, I finitd. Dacd a € D, atunci
a € D;, Vi€ I. Cum D; sunt multimi deschise, rezulta ca 3 S(a,r;) C D;, Vi € I. Luand
r = min;e;r; > 0 avem S(a,r) C D;, Vi€ I, deci S(a,r) C D, adicd D este multime deschisa.

Observatia 2.3.2 Din teorema 2.8.8 rezultd ca orice spaliu melric este in mod natural un spatiu
topologic.

Teorema 2.3.4 Fie X un spatiu metric si F = {F C X | F multime tnchisa} multimea tnchigilor
din X. Atunci (X,CF) este un spaliu topologic.

DEMONSTRATIE. Cum F' C X este multime inchisd < C, F este deschisa si folosind formula
lui de Morgan (1806 - 1871) si teorema 2.3.3 rezultd cerinta teoremei.

Observatia 2.3.3 1. Intersectia unei famalii infinite de mulfimi deschise nu este intotdeauna
11

non

sectia lor A = Np>1 A, = {0} nu este deschisa.

deschisd. Dacd consideram mulfimile A, = ( ) ,n > 1 ele sunt deschise, dar inter-

2. Reuniunea unet familic infinite de multimi inchise nu este intotdeauna tnchisd. Dacd con-
sideram mulfimile [%, 1] ,n > 1 ele sunt multimi inchise, dar reuniunea lor A = Up>1 A, =

(0,1] nu este inchisd.

3. Orice multime finitd este inchisd, ea fiind reuniune finitd de mulfimi formate dintr-un
singur element, care sunt mulfimi inchise, intr-un spaliv metric.
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Fie X un spatiu metric gi A C X o submultime a lui X.

Definitia 2.3.6 Un punct a € A se numeste punct interior lui A dacd existd un sferoid centrat

o
n a inclus in A, adica 3 r € R, r > 0 astfel incat S(a,r) C A. Multimea A = {a € X | a este
punct interior lui A} se numeste interiorul lui A.

Definitia 2.3.7 Un punct a € X se numeste punct aderent lui A dacd orice vecindtate a punc-
tului a are puncte din A, adica ¥V 'V € V,, VN A # (0. Mulfimea A = {a € X |a punct aderent
lui A} se numeste aderenta sau inchiderea lui A.

Definitia 2.3.8 Un punct a € X se numeste punct exterior lui A dacd este punct interior

mulfimii CA, adicd a €CA. Mulfimea punctelor exterioare lui A se numeste exteriorul lui A si
se noteazd FrtA.

Definitia 2.3.9 Un punct a € X se numeste punct frontierd al multimii A dacd nu este nici
punct interior nici punct exterior lui A. Mulfimea 0A = FrA = {a € X | a punct frontierd al lui
A} se numegte frontiera lui A.

Definitia 2.3.10 Un punct a € X se numesgte punct de acumulare al multimii A dacd pentru
orice vecinatate V € V, a punctului a avem (VN A) — {a} # 0. Multimea A’ = {a € X | a punct
de acumulare al lui A} se numeste multimea punctelor de acumulare sau multimea derivatd a lui

A.

Orice punct de acumulare al lui A este punct aderent al lui A, dar pot exista puncte aderente
ale lui A care si nu fie puncte de acumulare.

Un punct aderent a al lui A, care nu apartine lui A, este in mod necesar punct de acumulare.
Punctele lui A nu sunt in mod necesar puncte de acumulare.

De exemplu, dacd A = {a}, atunci a € A dar a nu este punct de acumulare al lui A, deoarece
A nu contine nici un alt punct diferit de a, deci nu verificid definitia punctului de acumulare.

Daca o multime A dintr-un spatiu metric are un punct de acumulare, atunci ea este infinita.
Prin urmare o mulgime finitd nu are nici un punct de acumulare. Existd gi multimi infinite care
nu au nici un punct de acumulare cum sunt N, Z.

Definitia 2.3.11 Un punct a € A se numeste punct izolat al lui A dacd existd o vecindtate a lui
a ce are ca element comun cu A doar pe a, adica 3V €V, astfel incat VN A= {a}.

Observatia 2.3.4 1. K CACA;
2. A/ CAsiA=AUA,
3. FrA=AnCA.
Exemplu 2.3.3 1. Fie X =R si A= (0,1). Avem A = (0,1), A =[0,1], FrA = {0,1}.
9. X=RgiA=N. Avem N=0, N=N, N = N.
3. X=RsiA=Q. Avem@z@,@:R, FrQ=R.

4. X =R?2 5i A= {(x,y) e R?| 2% + 4% < 1}, atuncz’&z/h A={(z,y) e R? |22 +y? < 1},
FrA = {(z,y) e R? | 2% + ¢y = 1}.
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N
I

AU A

_ [, 11
5.X = R, A = {1,?3,...,ﬁ

1,...}, atunci A" = {0},?& = 0,
{0,1,%,%,...,%,...},FrA:f_l.

(o]
Teorema 2.3.5 Pentru orice submultime A C X, A este cea mai mare multime deschisd inclusd
in A, relativ la relalia de incluziune.

DEMONSTRATIE. Pentru orice a € K notam D, multimea deschisd cu a € D, C A. Cum D,
este deschisa, rezultd cia A este vecinatate pentru orice y € D, prin urmare, D, C A. Deoarece
.?A = UgeaD, obtinem f& multime deschisa.

Fie D C A o multime deschisa. Dacd a € D C A, atunci a € j&, deci D C ;&, adic A este
cea mai mare multime deschisa inclusi in A.

Corolarul 2.3.1 O multime A C X este deschisd dacd si numai dacd A = j&

[e]
DEMONSTRATIE: Daci A este o multime deschisa si, cum A este cea mai mare multime
deschisd inclusa in A, obtinem A = A. Dacd A = A rezultd evident cid A este mulfime deschisa.

Teorema 2.3.6 Pentru orice A C X avem CA=CA si CA = CA.

DEMONSTRATIE: a € CAs ad As JV €V, astfel incat VN A =0« IV €V, astfel
incat V C CA < a €CA, adicai CA=CA .
Pentru cea de-a doua relatie avem: CCA =CC A= f& & CR = CCCA =CA.

Teorema 2.3.7 Pentru orice A C X, A este cea mai micd multime inchisd, relativ la relatia de
incluziune, care include pe A.

DEMONSTRATIE: CA =CA si, cum CA este multime deschisi, rezultd A multime inchisi.
Fie F € X o multime inchisi astfel incat A C F. Atunci CF € CA si CA =CAcC CA. Dar,

o]

intrucat C A este cea mai mare multime deschisd inclusd in CA si CF este o mulgime deschisa
inclusi in CA, rezultda CF C CA, adicd A C F.

Corolarul 2.3.2 Pentru orice A C X multimea A este inchisd dacd si numai dacd A = A.

DEMONSTRATIE: Daci A este inchisa avem A = A, adicd A isi contine toate punctele aderente
si, cum A’ C A, A isi contine toate punctele de acumulare.

Sa admitem ca A isi contine toate puctele de acumulare. Fie a € A si presupunem ci a &€ A.
Atunci a este punct de acumulare al lui A, deci a € A, contradictie; rezulta deci cd a € A. Cum
a a fost ales arbitrar avem A C A, deci A = A, adici A este inchisa.

Corolarul 2.3.3 O mulfime A C X este inchisd dacd si numai dacd isi contine toate punctele
de acumulare.

Exemplu 2.3.4 1. Pentru X =R si A=1[0,1] avem A =1[0,1] = A, adicd A este inchisd.
2. Mulfimile N, Z si R sunt inchise, Q insa nu.

Teorema 2.3.8 Pentru orice A C X K = UpcaD, D deschisd si A= Np~aF, F inchisad.
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DEMONSTRATIE: Dacia D este multime deschisi, D C A, rezultd cad UpcaD este multime
deschisd inclusa in A, deci Upca C A

Fie a € f& Atunci exista D € V, astfel incat D C A, deci f& C UpcaD, D € vy, de unde D
este deschisa gi 1& =UpcaD.

Teorema 2.3.9 1. O multime A C X este inchisd dacd $i numai dacd 0A C A
2. O multime A C X este deschisd dacd si numai dacd O(CA) C CA.
DEMONSTRATIE: 1. 9A = ANCTA = AnCA = A\.?A, deci A = AUBA; A este inchisi

o A= AUdA, adici DA C A.
2. A este deschisa < CA este inchisd < 0(CA) C CA.

Observatia 2.3.5 1. Existd multimi in R pentru care 0A = A, de exzemplu, ON = N, 0Z = Z.

2. Fie X un spativ metric. Dacd A C B C X, atunci lgx Cé si A C B, dar in general
FrA ¢ FrB. Daca X = R, A = Q ¢« B = QU0,1] avem A C B, FrA = R, dar
FrB = (—00,0] U1, 00).

2.4 Convergenta in spatii metrice

Fie (X, d) un spatiu metric.

not

Definitia 2.4.1 Orice aplicatie f : N — X f(n) = x,, Vn € N se numeste sir de elemente din
X si se noteazd (Ty)n sau simplu (). Pentru orice n € N, z,, se numeste termenul general al
sirului (zy,).

Definitia 2.4.2 Fie h: N — N o aplicatic strict crescdtoare. Se numeste
subsir al girului (x,) din X orice aplicatie g : N — X care realizeazi
comutativitatea diagramei adica (f o h)(n) = g(n), Vn € N, de unde g f
avem g(n) = f(h(n)) = zp@n), ¥neN.

X
Exemplu 2.4.1 (z2n+1), (z2n), (x,,2) reprezintd subgiruri ale unui sir (x,) din X.

Definitia 2.4.3 Fie (x,) un gir de puncte din X ¢i l € X. Spunem ca sirul (zy,) are limita [,
sau cd este convergent catre l, dacd lim, .o d(zp,l) =0 sau d(z,,l) — 0 pe R, n — co. Notam
xn — 1 pe X, sau dacd nu este pericol de confuzie x, — L.

Observatia 2.4.1 Definitii echivalente ale limitei de siruri.

Intrucdt d(z,,1) € R, Vn € N avem:
1.z, —1leVe>0, In(e) € N astfel ca¥Vn>n(e) d(zp,l) < ¢
2. xy, -1l Ve>0, In(e) € N astfel ca Vn>n(e) x, € S(,¢)
3 xy—leVV eV, dny €eNastfel ca Vn>ny x, €V.

Teorema 2.4.1 Unicitatea limitei
Orice gir de puncte convergent din X are limitd unicd.
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DEMONSTRATIE: Presupunem ca sirul convergent (x,,) de puncte din X nu are limita unica,
adicd existd I # lo, I1,1ls € X astfel incit x, — [ 81 x,, — lo.

Cum Uy # lg, 1,12 € X, conform proprietatii Haussdorf, exista Vi, € V;, si Vo € V), astfel ca
VinVa=10.

Din x, — lj i &, — I3 folosind observatia 2.4.1 punctul 3 pentru Vi, respectiv Va rezulta ca
exista ny,, ny, € N astfel incat x, € V1, V n > ny,, respectiv &, € Vo, V n > ny,. Atunci pentru
orice n > max(ny;,ny,) avem x, € V1 N Vs =0, ceea ce este fals, agadar Iy = ls.

Observatia 2.4.2 Limita unui sir convergent fiind unicd se poate nota lim, .o x, = [.

Exemplu 2.4.2 1. Sirul z, = (ﬁ’%?%’ {‘@), n > 1, din R*, converge cdtre
[ = (%, 1,0, 1), deoarece

1

2 2 2

no1 on 1 1 2
-~z 1) ("2—1) 0.
<2n—|—1 2) +<2n+1 ) Tt (V2 ] -

2. Intr-un spaliuv metric discret un sir este convergent daca gi numai dacd, incepind de la un
anumit rang, sirul este constant.

Teorema 2.4.2 Orice subgir al unui sir convergent (), de puncte din X, are aceeagi limitd ca
sirul ().

DEMONSTRATIE: Fie (zj,)) un subsir al sirului convergent (z;,) din X, unde b : N — N este
o aplicatie strict crescatoare, h(n) > n, Vn € N.

(zn,) este convergent <& 1€ X, VV €V, dny € Nastfel cax, €V, Vn > ny.

Intrucat h(n) > n avem Ty €V, V1 2> ny, adicd zp(,) — [

Caracterizarea multimilor inchise cu ajutorul girurilor
Teorema 2.4.3 Fie X un spafiu metric si A C X o submulfime.

1. Un punct | € X apartine lui A dacd si numai dacd existd un sir (x,) de puncte din A asa
incdt x, — | pe X.

2. Mulfimea A este inchisd dacd gi numai dacd limita oricdrui sir convergent de puncte din
A apartine lui A.

DEMONSTRATIE.

1. Daci | € A, atunci pentru oricen >1 S (l, %) NA#0D. Fiex, € ANS (l, %) ,n > 1.

Obtinem un sir de puncte (z,,) C A astfel incat d(zp,l) < %, n > 1, adica x, — [ pe X.

Reciproc, daca (x,,) este un sir de puncte din A si z,, — [ pe X, atunci rezultd ca in orice
sferoid centrat in [ se afla puncte ale girului, deci puncte din A, agadar a € A.

2. Presupunem mult{imea A inchisa gi x, — [, 2, € A,n > 1. Conform punctului 1 al teoremei
l € A, dar cum A este inchisi, rezulta [ € A.

Reciproc, daca limita oricirui gir convergent de puncte din A apartine lui A, atunci conform
punctului 1 al teoremei, rezulti A C A, adicd multimea A este inchisi.
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Definitia 2.4.4 O submulfime A C X a unui spatiu metric X se numeste densd dacd orice
punct din X este limita unui sir convergent de puncte din A.

Teorema 2.4.4 O submutime A C X a unui spatiu metric X este densd dacd i numai dacd
A=X.

DEMONSTRATIE. A este densa < V [ € X este limita unui gir de puncte din A < conform
teoremei 243VIe X, lc A X CAs X =A.

Exemplu 2.4.3 Pentru X = R submultimile Q si R — Q sunt dense. Intr-adevar, in orice
interval <l — %,l+ %), n > 1 alegem z, € Q si y, € R — Q. Atunci xp,,yp, — [, deci Q =
R-Q=R.

Definitia 2.4.5 Un gir de puncte (x,) din X se numeste gir fundamental sau gir Cauchy daca
Ve >0, In(e) € N astfel incit d(xp, xm) < e, Vn,m > n(e).

Observatia 2.4.3 (zy,) este sir fundamental < ¥V e > 0, I n(e) € N astfel incat d(xn4p, Tn) < €,
Vn>n(e) sivVp>1.

Definitia 2.4.6 Un gir (x,) din X se numeste marginit dacd exista S(a,r),a € X,r > 0 astfel
tncdt x, € S(a,r), pentru orice n € N.

Teorema 2.4.5 Fie (z,) un gir de puncte din X.
1. Daca girul (zy,) este convergent, atunci el este fundamental.
2. Daca sirul (x,,) este fundamental, atunci el este mdrginit.

DEMONSTRATIE: 1. (z,) sir convergent = 31 € X, Ve >0, In(e) € N astfel ca d(z,,1) <
V' n > n(e). Pentru orice m,n > n(e) avem d(p, Tm) < d(zp, 1) +d(zm, 1) < %—i—% = ¢, adica
n) este sir fundamental.

2. (zp) sir fundamental = V ¢ > 0, 3 n(e) € N astfel ca d(zp,x,) < e,
V. n,m > n(e). Luand m = n(e) obtinem z, € S(wne),e), V n > n(e). Dacd r =
max (d(20, Tn(e)), A1, Tn(e))s - - ATp(e)=15 Tn(e)), €), atunci z, € S(Tye),7), ¥ n € N, agadar
sirul (x,) este marginit.

g
27
(z

Observatia 2.4.4 In general nu orice sir fundamental este convergent. Q cu distanta euclidiand
d este spatiu metric, fiind subspatiu al spatiului metric (R, d).
Pentru /2 consideram sirurile aprozimatiilor prin lipsd si adaos:

1<1,4<1,41<---<V2---<1,42<1,5<2.
Obtinem doud siruri de numere rationale (qy) §1 (¢,,) cu urmdtoarele proprietiti:

q0<q1<"'<Qn<"'<\/§<"'<q;1<"'<q/1<Q(l) 3%'

qg—qn:ﬁ, VneN.
Dupd cum au fost construite cele doud siruri (q,) si (¢)) rezultd ¢, < /2 < ¢.,, prin urmare,
V2 —qn < ﬁ respectiv ¢, — /2 < ﬁ, vV neN.

Trecand la limitd in aceste relafii obtinem limy, o ¢, = lim, o0 ¢}, = V2.

Sirul (qn), fiind convergent in R, este fundamental in R; rezultd (q,) sir fundamental in Q,
dar (q,) nu este convergent in Q, deoarece lim, oo ¢, = V2 & Q. Asadar, reciproca teoremei
2.4.5 punctul 1 nu este, in general, adevdratd.
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Convergenta in R™, m > 1.

Teorema 2.4.6 Consideram (xy,) un gir de puncte din spatiul metric R™,

relativ la metrica euclidiand, x, = (Tin,Ton, . Tmn), ¥V n € N. Sirul (z,) este convergent,
respectiv fundamental, respectiv mdrginit in R™ dacd si numai dacd cele m siruri componente
(Z1n)s (X2n),s - -+ (Tmn) din R au simultan aceastd proprietate.

DEMONSTRATIE: Sirul (z,,) este convergent in R™ < 31 = (Iy,la,..., 1) € R™ astfel incat
xn — | pe R™, adicd d(x,,1) — 0.
Pe de altd parte, se verificd ugor cd au loc urmaétoarele inegalitati:

i=1,m

m 2 oy
|Tin — li] < max |z — ;] < [Z Tin — l; 2] <Y lwim =L, Vi=Tm.

care Tmpreuna cu

|zin — ] <

stabilesc |z, — ;| — 0, pe R, Vi =1, m, adicd x4, — l;, pe R, Vi=1,m.
Reciproc, dacd i, — l;, pe R, Vi=1,m, atunci )" |z — ;| — 0, care impreund cu

[Z(Izn - li)2] < Z |Tin — ] VneN
i—1

i=1

ne dau d(xy,l) — 0, deci z, — [ pe R™.

Daca sirul (z,,) este marginit in R™, atunci exista M > 0 astfel ca ||z, || < M,V n € N. Cum
|Zin| < ||zn|| < M, Vi =1,m, rezulta ci sirul (x;,) marginit Vi =1, m.

Reciproc, daca sirurile (z4,), ¢ = 1,m sunt mirginite, atunci existd M; > 0 astfel incat
|Zin| < M,Vi=1,mgi VneN. Dar

ol < 3ol <302 M, Wnen,

deci girul (z,,) este marginit in R™.
Daca girul (z,) este fundamental in R™, atunci Ve > 0, I n(e) € N astfel incat

[Z(l’m — Tinip)

i=1

1/2
<e Vn>n(e) i Vp>1,

care Tmpreuna cu

m 1/2
2
‘l"m - win+p| < g Tin — xanrp

stabilesc |Zin, — Tinyp| < €,V n >mn(e), Vp >1siVi=1m, adicd (x;,) este sir fundamental
Vi=1m.
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Reciproc, daca (i), @ = 1, m sunt giruri fundamentale, atunci Ve > 0, 3 n;(e) € N astfel

incat c
|:):m—xm+p|<a, V’Lzl,m s

care Impreuna cu

=1

m 1/2 m
[ (xin - xin—&-p)Q] < Z ‘xin — Tintp
=1

ne dau

m 1/2
[Z(xm - xm+p)2] <e, Vn > maxne),

=1 i=1m

adicd (z,) este gir fundamental in R™.

Definitia 2.4.7 Un spatiu metric X se numeste complet dacd orice gir fundamental din X este
convergent in X.

Teorema 2.4.7 R este spafiv metric complet, relativ la metrica euclidiand.

DEMONSTRATIE: Fie (x,) un gir fundamental de numere reale. Din teorema 2.4.7 el este
marginit gi conform lemei lui Cesaro (x,) contine un subgir convergent, adica 3 h : N — N
o functie strict crescatoare (h(n) > n, V n € N) astfel incat (zj,)) este un subsir convergent
al girului (x,). Deoarece (zj(,)) este un gir convergent, rezulta ca 31 € R astfel ca V e > 0,
In/(e) e Neu |zpm) —1| < %, V' n > n'(e). Pe de altd parte, cum (x,,) este sir fundamental avem
caVe >0, 3n”(e) € Nastlel incat |z, —z.,| < %, vV n,m >n"(e). Luand m = h(n) > n > n’(e),
obtinem

20 = U] < [an = @pl + oy — U < 5 +5 =5, ¥n>max(n(e),n" (),

agadar, (x,) este gir convergent, adica (R, d) este spatiu metric complet.

Observatia 2.4.5 Peniru orice numere reale a,b cu a < b, intervale (—oo, al, [a,b], [a,00) sunt
spatii metrice complete.

Teorema 2.4.8 R™, m > 1, este spatiu metric complet, relativ la metrica euclidiand (si fatd de
celelalte metrici definite pe R™ ).

DEMONSTRATIE: Fie (x,) un sir fundamental de puncte din R™, x,, = (X1n, Ton, - - - Tmn) €
R™ ¥V n € N. Atunci, conform teoremei 2.4.6, cele m giruri componente (z;,) de numere reale, i =
1,m, sunt fundamentale . Din teorema 2.4.7 rezulta ca sirurile (z,), i = 1, m, sunt convergente
in R gi, aplicand din nou teorema 2.4.6, obtinem ci girul (z,) este convergent in R™.

Teorema 2.4.9 Pentru orice mulfime nevidd A, spatiul metric M(A) este complet, relativ la
metrica uniformd.

DEMONSTRATIE: Fie (f,,) un gir fundamental de elemente din M(A), adica un sir de functii
mérginite f, : A — R, V n € N pentru care V¢ > 0, 3 n(e) € N astfel incat || fr — full < e,
¥ m,m > n(2). Deoarece | f () —fu()] < 5UPgen L (2)— fal@) = [ fm—fall < &Y m,0 > n(e)
giV x € A, rezultd cd pentru orice x € A girul de numere reale (f,(z)) este fundamental si,
conform teoremei 2.4.7, (f,(z)) este un sir convergent, care converge citre un numdr real f(x),
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unde f : A — R. Pentru ca teorema si fie demonstratd, trebuie s aratam ca f € M(A) si
fn — f pe M(A).

Deoarece (f,) este un gir fundamental, rezulta ca ¥V ¢ > 0 existd un numar n(e) € N astfel
incat Vn > n(e) si Vp > 1 sd avem

d(fn—i—pyfn) < % (2.6)

Pentru n = n(e) avem d(fy(o)1p» fn(e)) < %, de unde obtinem

€ .
| fre)+p(T) = [ (@)] < 5 Vp>1 si VzeA (2.7)

Atunci cand in (2.7) p — oo avem [f(z) — foe)| < %, Ve A dec [f(z)| < %4— | fre) (@),
Vre A Cum f,) € M(A), rezultd ca si f € M(A).

In relatia (2.6) il facem pe p si tinda la 0o si obtinem

|f(z) = fulz)] < , YVoeA g Vn>n(e).

IR

Atunci d(fp, f) = supgea |fn(z) — f(z)] < % <e, Vn>n(e), prin urmare, f, — f pe M(A).
Astfel girul (f,,) este convergent in M(A) si spatiul metric M(A) este complet.

Definitia 2.4.8 Un spafiu vectorial normat complet (X, || -||) se numeste spatiu Banach.

Observatia 2.4.6 Din cele demonstrate anterior rezultd cd spatiile vectoriale normate R, R™
respectiv M(A) sunt spatii Banach.

Definitia 2.4.9 Fie f : X — X o aplicatie definitd pe spatiul metric X. Se numeste punct fix
al aplicatiei [ orice element xo € X pentru care f(xo) = xo.

Exemplu 2.4.4 1. Pentru functia identicd a unui spativ metric X,

1x : X — X toate punctele spatiului sunt puncte fize.
2. Punctia f : R — R f(x) = 2* are punctele five x1 = 0 si 29 = 1.

Definitia 2.4.10 Fie X un spativ metric si f : X — X o aplicagie. Spunem cd f este o
contracfie daca 3 c € [0,1) astfel incat d(f(z), f(y)) < cd(x,y), Vx,y € X.
Daca f este o contractie, atunci numdarul real ¢ € [0,1) se numeste coeficientul contractiei f.

Teorema 2.4.10 Banach (1892-1945)
In orice spatiu metric complet X orice contraclie are un singur punct fiz.

DEMONSTRATIE: Fie f: X — X o contractie.

Unicitatea: Presupunem prin reducere la absurd cd x1,22 € X sunt doud puncte fixe ale
lui f, 21 # x9, adicd f(x1) = 1 si f(z2) = x2. Atunci 3 ¢ € [0,1) astfel ca d(z1,22) =
d(f(x1), f(z2)) < cd(z1,22) = (1 — ¢)d(z1,22) < 0. Dar, cum x; # z2 = d(z1,22) > 0 si
obtinem ¢ > 1, ceea ce este o contradictie.

Existenta: Ideea demonstratiei este de a construi un sir fundamental. Fie zg € X un punct
arbitrar din spatiul X. Construim girul in felul urmator: x1 = f(xp); avem urméatoarele posibil-
itati x1 = xo, deci f(xo) = xo si am gasit un punct fix xg € X, care este si singurul, sau x; # xo,
de unde d(x1,29) =0 > 0, z2 = f(x1), z3= f(x2),...,2n = f(xp_1),...,n > 1.
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Aratim ci girul construit mai sus este fundamental.
d(z2, 1) = d(f(21), f(20)) < cd(z1,20) = €6
d(x3,x2) = d(f(x2), f(21)) < ed(w2,21) = 5
d(Zn, Tn_1) = d(f(xn_1), f(xn_2) < d(Tn_1,Tn_2)) < L5, Vn>1.
Atunci pentru orice p > 1 avem
AT, Tntp) < d(Tny Tot1) + d(Tns1, Tog2) + o+ A Tpgp—1, Tntp) <
<A+ ATE 4 P =

P
=c"[l+c+c+ 4P :0”511__CC :

Deoarece 0 < ¢ < 1 = " — 0, deci 0"5% — 0=Ve>0 3n(e) € N astfel incat
Vn>mn(e)siVp>1saavem 0”5% < e.DeciVe >0, In(e) € N astfel incat Vn > n(e) si
Vp>1d(xn, Tntp) <€, adicd sirul (x,,) este fundamental. Cum spatiul metric X este complet,
rezultd (x,,) gir convergent, agadar existd lim, oo , = & € X.

d(xny1, f(&)) = d(f(zn), f(§)) < cd(xy,§). Dar, cum x,, — &, atunci d(z,,&) — 0, de unde
d(xn+1, f(§)) — 0, ceea ce implicd x,11 — f(£). Deoarece, pe de alta parte, avem z,+1 — &, din
unicitatea limitei unui gir convergent rezultd f(§) = &, adica £ este unicul punct fix al contractiei

f.

Observatia 2.4.7 Metoda de demonstratie folositd pentru determinarea punctului fix & al unei
contractic f se numeste metoda aproximatiilor succesice ale lui €. Astfel, xg este prima aprozi-
matie, x1 = f(x2) a doua aprozimatie, xo = f(x3)a treia aprozimatie, ..., tn = f(Tp—1) an+1
aproximalie a lui & Acest sir de aproximalic converge cdtre £. Eroarea fdcutd in aproximarea
Ty =~ & este cu atdt mai micd cu cdt n este mai mare. Dacd vrem sd celculdm € cu aprozimare
mai micd decdt €, este suficient sd aflam n minim astfel ca

d(xp, &) <" <e.

1-c

In aplicarea efectiva a principiului contractiei este important si determinidm in mod conven-
abil un spatiu metric complet X precum si o contractie f : X — X.

Principiul contractiei poate fi folosit la rezolvarea intr-un spatiu metric a ecuatiei f(x) = x.

Exemplu 2.4.5 1. Fie X = R (sau [a,b], [a,0), (—00,a]). Considerdm o functie derivabila
f + X — X. Din teorema cresterilor finite rezultd cd existd un punct € situat inire x1 st To,
x1, 29 € X astfel incat f(x1)— f(x2) = f(€)(x1—22). Dacd pe X derivata functiei este mdrginita
§1 mai mult este mai mica decat 1, adica |f'(z)] < c¢< 1,V x € X, atunci [ este o contractie §i
putem aplica teorema 2.4.10.

Fie ecuatia algebricd x>+ px +1r = 0, care, scriind-o sub forma x = xz_—: , reduce problema

gdsirii solutiilor ecuaties initiale la determinarea punctelor fize ale functieir f : R — R f(x) =
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—r
x2+p

. Daci p=4 sir=—1 avem f(x) Ardtam cd [ este coniraciie.

_ 1
2447

|z + yld(z,y)
(22 +4)(y2+4)°

d(f(x), f(y)) =

Cu ajutorul sirului lui Rolle (1652 - 1719) gdsim cd ecuatia ©3 + 4x — 1 = 0 are o singurd
raddcing in intervalul [0,1]. Vrem sd determindm aceastd raddcindg cu aprozimatie < 1073,

Avem f:[0,1] — [0,1] f(z) = x21+4’ fla) = ﬁ
. 2x 2
_ =sup —5—— = — < 1,
o= i V= o = o

xo =0, 21 = f(xg) = 21[’ § =d(xp,x1) = 21{ Determindam cel mai mic numdr natural n pentru

care avem 5 n 25 92
103220 <103 "<« - =3,

l—c 92 25000
et 16 1 4225
{=az=flz2) =f <) = —— = = 0, 246269.
65 (16)2 44 17156

2. Cu ajutorul principiului contractier putem rezolva uneori si problema determindrii zer-
ourtlor unei aplicatii.

Consideram cazul functiilor f : [a,b] — [—c, ], derivabile, strict crescitoare. Deoarece f
este strict crescatoare, rezulta cd 3 m, M astfel incit 0 < m < f'(x) < M,V z € [a,b]. Fie

pe(m M) sig) =o— L 2 e o).
Daca g admite un punct fiz &, din & = g(§) rezulta f(§) = 0, asadar, punctele fize ale lui g
vor fi zerouri pentru f. Pentru anumite valori ale lui p putem avea g contractie. Cum

!
M
I S IS
P p p

g'(x) =1
deoarece m < p < M, si pentru ca |¢'(x)] < C < 1 trebuie sa avem p > % Pentru p €
(Inax {m, %} ,M) g devine o contractie st se poate aplica principiul contractiei.

Daca punem p = p(x), se poate extinde procedeul anterior. Pentru p(x) = f'(x) obtinem

f(z)

metoda Newton pentru determinarea zerourilor. Avem g(x) = x — Fz)’ iar dacd f este de

doud ori derivabild gi |f(x)f'(z)| < ef?(x), 0 < ¢ < 1, atunci g este contractie si putem aplica
principiul contractiet.

Sa calculam aprozimativ ¥/a, a € Ry, p > 2, p € N folosind metoda Newton. Luam f(x) =
P —a st

_ fl@) a1 -
g(iL') =T = f’(l’) =T— pap—1 - p[(p 1)1’ + az'! p]'
Cum . )
J(x) = %[1 —ax P < % <1,

rezultd cd g defineste o contractie si vom putea afla ¥/a ~ x,, unde x, este al (n+ 1) termen
din girul aprozimatiilor succesive construit cu ajutorul lui g.

Pentru p = 2 avem g(x) 5 (a: + x), iar pentru p = 3 g(x) 3 (22 + Z)
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3. Consideram un sistem liniar de forma

AX = B, (2.8)
unde
ail a2 ... GQip Zl
o . 2
U RN (VI L VI
anl ap2 ... QApn, bn

apr # 0,V k = 1,n, si vrem sd-1 gdsim solutiile

I

T2
X = : c Mml(R).

Tn

a11x1 + a1awe + - + a1pxy = by

(2.8) N a21T1 + 909 + - -+ + aonxy = bo N

a a b
w1t g et gt = gy
asy agp . _ b
a22$1+l‘2+ + Qo Tn = Gas
Ann Gnn n ann’

Astfel, sistemul liniar (2.8) devine

0 a1z ain
ail e ail
a1 aon _ D
I, X + Q9o 0 o Uy X =B,
Gpl  An2 0

deci X = AX + B, unde

b
a2 a1n ais
aji;p v anl b
_ 21 a2n _ 92
A=— a22 a22 i B = a2
anl  Qn2 0 ’
Gpn  Ann "7 abin
nn

Consideram functia f : R* — R" f(X) = AX + B.
Daca aceastd functie este o contractie, atunct putem aplica principiul contracties st problema
este rezolvatd. Sa vedem cdnd aceastd funciie este contractie.

d(f(X),f(Y)) =d(AX + B,AY + B) = |[A(X - Y)|
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21
22
notim X =Y =2, 7 =
Zn
Atunci a a a
a2ttt g
AZ= | @ls 4 @8 4 Gy |
gnl 21 + an2 Zn N agn—lzni1
nn nn
1
T ai2 1n 2 an1 Ann—1 i
1AZ]| = <ZQ+'~+zn> +-~+(zl+~-+ zn_1> <
ail ail nn Ann
ai2 2 ai anl 2
< {[() 4. _|_( ”) “Z“2+...+ <”) 4t
ail ay Ann
1
Ann—1 2 9 ?
#(2=) 1z b = elzl = el - V] = ),
Ann
unde

ai2 2 ax 2 a1 2
<> +...+<"> _|_<> + ...
ail a11 a22
Qa 2 a 2 1/2
+ <nl> +...+<nn—1)
ann ann

Daca ¢ < 1, atunci f devine o contractie si ecuatia X = f(X
determina prin metoda aprozimatitlor succesive.

Xo=0, Xy = f(Xo) = AXO +B= B, X9 = f(Xl) = AXl

Sa rezolvam sistemul

10X7 + X9 — X3=0

2
a
+<%> 4+t
a2

) are solutie unicd, care se poate

+B:AB+B, etc. ...

X1 4+10X, —2X3=4 (2.9)
X1 4+20X3=-2
cu aprorimatie < %; folosind metoda iterativd expusd anterior.
Sistemul (2.9) este echivalent cu urmdtorul sistem:
Ir = —O, 1%2 + O, 1LU3 B B
x9=—0,121 +0,223+ 0,4 & X =AX+ B,
I3 = —0,05.731 - 0, 1
) 0 -0,1 0,1 ) 0
unde A = -0,1 0 0,2 iar B = 0,4 . Consideram functia f : R — R3
-0,05 0 0 —0,1

2. =,/0,0725 < 1,
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asadar, f este contractie si putem aplica metoda aproximatiilor succesive.
0
Xo=0,X; =f(Xo)=B= 0,4 , 0 =d(Xo,X1) =/0,17.
-0,1
Determinam cel mai mic numdr naturel n pentru care
oc" 1 V/0,17(,/0,0725)"

1
— & —.
1—c 3 1—,00725 3

0
Obtinem n = 1 gi, astfel, X1 = 0,4 este solutia sistemului (2.9) cu aprozimatia <
-0,1

o=

2.5 Puncte limitd si limite extreme ale unui sir din R

Definitia 2.5.1 Un numdrl € R se numeste punct limitd al unui sir (x,,), dacd orice vecindtate
a punctului a contine o infinitate de termeni at sirulus.

Observatia 2.5.1 Dacd un numdr apare de o infinitate de ori intr-un gir, acesta este un punct
limita al sirului.

Exemplu 2.5.1 1. Sirul x, = cos n—gr,n € N are patru puncte limitd gi anume —1, —%,% s1
1.
2. Sirul z, = _H—Ln n € N are un singur punct limita, | = —1.
3. Sirul 1,2;1,2,3;1,2,3,4; 1,2,3,4,5;...; 1,2,3,4,...,n,...;... are o infinitate de puncte

limitd. Orice numdr natural este punct limitd, deoarece fiecare dintre numerele naturale
apare de o infinitate de ori g1 folosim observatia 2.5.1.

4. Sirul x, = n nu are nici un punct limitd finit, dar oo este punct limitd al acestui sir.

Teorema 2.5.1 Un numdr | € R este punct limitd al unui sir (x,) dacd si numai dacd existd
un subsir al sirului (x,,) care are limita .

DEMONSTRATIE. <= Dacad 3 (¥p,)) astfel ca lim, oo Zp(n) = [, unde
h : N — N este o functie strict crescitoare, atunci in orice vecinitate a punctului [ se afli o
infinitate de termeni ai girului (zj(,)), prin urmare, o infinitate de termeni ai sirului (x,) s,
conform definitiei 2.5.1, punctul [ este punct limita al girului ().

= Fie | € R punct limita al girului (x,). Consideram Vi3 = (I — 1,1 4+ 1) € V,;. Conform
definitiei 2.5.1, in aceastd vecinidtate se afld o infinitate de termeni ai girului (z,). Notam Tp(1)
unul dintre acesti termeni. Avem |zp,) — ] < 1.

In vecinitatea Vo = (l — %, I+ %) € V, se afld, de asemenea, o infinitate de termeni ai sirului
(z,); notam 2y unul dintre acesti termeni cu h(2) > h(1) si avem |zp(9) — | < % Prin inductie
putem alege un sir de numere (xh(n)), unde h : N — N este o functie strict crescatoare astfel ca

[Zhm) — 1| < %, vV n € N*. Rezulta lim,—co Zp(n) = [, unde (z(,)) este un subsir al sirului (z,,).
Daca | = oo, respectiv [ = —oo atunci vom alege vecinatatile V,, = (n, 0o0) ale lui 0o, respectiv
Vi, = (=00, —n) ale lui —oo,n € N gi vom proceda ca mai sus.

Observatia 2.5.2 Din lema lui Cesaro rezultd cd orice sir mdrginit are cel putin un punct limitd.
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Fie (x,) un sir de numere din R. Definim ap = inf,,>0Tm, a1 = infp>1Tm, ..., @ =
inf>n Tm, ..., Tespectiv o = Sup,,>0Tm, 41 = SUPy>1 Tmy .-+, Bn = SUDy>p T, - - - Avem
op<ar<a < <o << B, << B <P, Vk,peN.

Definitia 2.5.2 Se numeste limita inferioard a sirului (x,) elementul

a= lim o, = lim inf z,, € R,
n—oo n—oo m>n

s1 care se noteazd o = limx,.
Se numesgte limita superioard a sirului (x,) elementul

B = lim B, = lim sup z,, € R,
n—oo n—oo mzn

s1 care se noteazd = limx,,.

Observatia 2.5.3 1. o = limy, o0 infp, > = sup,, infy,>, , deoarece (o) este un gir
crescator st marginit, iar § = limy, oo SUP,, >y, Tm = infy, SUP,,>,, Tm deoarece (By,) este un
st descrescator st mdarginit.

2. a < B3, deci limz, < limz,.

3. Limita inferioard, respectiv limita superioard existd pentru orice sir din R, degi nu orice
sir de numere are limitd.

. 1, pentru n  par .
5. . n = (—1)" = , = —1
Exemplu 2.5.2 1. Dacd x (-1) { 1 pentru n impar "™ an si
Bn=1,Yn €N, deci limz,, = —1 g limz, = 1.
2. Dacd x,, = ( Tp + 1+ (2 1) , atunct limz,, = 0, iar limz,, = 1.
3. Fiea>0 gix, =(—1)" (a+ %) . Atunci
inf (—1)™ (a+ 1 _ ) —a- % , dacd n impar ;
m>n m —a — %_H , dacd n  par
sup (—1)™ <a N 1) _JaturT oo dacd n impar
m>n m a+ % , dacd n  par ’

deci limx,, = sup,,cy (—a — %) = —aq, limz,, = inf,en (a + %) =a.
Teorema 2.5.2 Fie (z,) un sir de elemente din R si a,b € R.

1. a = limz, dacd gi numai daca ¥V u < a mulfimea {n € N|x, < u} este finitd si ¥V v > a
multimea {n € N |z, < v} este infinitd.

2. b= limz,, dacd i numai dacd ¥ u < b, multimea {n € N}|x, > u} este infinitd si Vv > b
multimea {n € N |z, > v} este finitd.
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DEMONSTRATIE: 1. Fie a = limz, = a = a = sup,, inf,;,>, 2, = sup,, o,. Dacd a = —o0,
atunci Vn € N a, = —o0o si pentru orice v > a, multimea {n € N|z,, < v} rezultd infinita.

Presupunem a € R. Atunci V u < a, 3 ng astfel incat v < ap, < a, deci pentru V n >
ny Ty > Qp, > u, adicd {n € N|xz, < u} este finitd. Dacd v > a atunci, evident, mul{imea
{n € N|z, < v} este infinita.

Reciproc, presupunem cd V u < a mulgimea {n € N |z, < u} este finitd gi V v > a multimea
{n € N|x, < v} este infinitd. Fie o = limz,,. Dacid a = —o0 atunci a < «. Dacd —oco < a si
u < a, atunci 3 ng € N astfel incat z, > «,V n > ng, deci an, > u, de unde v < . Pentru
orice u < a avem u < «, agadar a < a. Cum, pentru orice v > a multimea {n € N|z, < v}
este infinita, rezultd c& I n; € N astfel incat z, < v,V n > nq, deci o, < v, de unde a < v.
Obtinem c& pentru orice v > a avem «a < v, de unde a < a si deci a = a.

2. Se aratd in mod analog ca si la punctul 1.

Teorema 2.5.3 Fie (z,,) un gir de elemente din R.

1. limz, §i mxﬂunt puncte limita pentru girul (z,,) §i pentru orice alt punct limitd & avem

2. Sirul (x,,) are limita | in R dacd si numai dacd limz, = [ = limz,,.

DEMONSTRATIE: 1. (ay) respectiv (8,) sunt subsiruri ale girului (z,) si au limitele limz,,
respectiv lima,, si, conform teoremei 2.5.1, aceste limite sunt puncte limite ale sirului (z,). Daca
¢ este un punct limita al girului (x,), atunci existd o functie strict crescdtoare h : N — N
astfel incat lim,,—o Thn) = . Deoarece «, = inf,;,>p T, respectiv 3, = SUDP,, >y, Tm 1, cum
h(n) > n,¥n € N, avem a, < Tp,) < B, de unde rezulta limz,, < § < limz,,.

2. Daca lim,, o @, = [, atunci orice subsir al girului (z,,) va avea limita [, deci toate punctele
limitd coincid cu I, prin urmare, limz,, = limz,, = [.

Reciproc, daca limz,, = limz,, = [, pentru orice vecinitate (I —¢,l+¢) alui [, > 0, multimile
{neN|z, <l—e}si{n e N|i+e < z,} sunt finite, conform teoremei 2.5.2. Rezulta ca in afara
vecinatatii (I —e,l + ¢) se afld un numair finit de termeni ai girului (x,), asadar lim, o z, = [.



Capitolul 3

Functii continue

3.1 Functii continue

In acest capitol vom studia comportarea unei functii f definitd pe o submultime a unui spatiu
metric, intr-un punct a € X. Problema care se pune este daci pentru valori suficient de "aproape"
de a, valorile functiei f(z) pot fi oricat de aproape de f(a).

Fie X,Y doud spatii metrice, A C X o submultime nevidd a lui X, f: A — Y o functie si
a€ A

Definitia 3.1.1 Functia f este continud in punctul a dacd, pentru orice gir (x,) de elemente
din A cu x, — a pe X, rezultd cd f(x,) — f(a) pe Y.

Functia f este continud pe multimea A daci este continui in fiecare punct al multimii A.
Observatia 3.1.1 Problema continuitdfii nu are sens in punctele in care funciia nu este definitd.

Teorema 3.1.1 Daca (X,d) si (Y,d') sunt doud spatii metrice, ) # A C X, f : A —Y o functie
sia € A, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. f este continud in a;

2.VV €V, 3U €V, astfel incit Ve e UNA= f(x) € V;

3.Ve>0,36() >0 astfel incatVx € A cu d(z,a) < d(e) = d'(f(x), f(a)) < e.

DEMONSTRATIE: 1 = 2 Presupunem ci f
este continud in a i afirmatia 2 nu este ade-
varatd. Atunci existd Vo € Vy(,) astfel incat
pentru orice U € V,, existd xy € UN A cu
f(zv) & Vo.

Pentru orice n > 1 consideram vecinatitile
U, = S(a, %) € V,. Atunci exista z,, € U,NA

astfel incat f(zn) € Vo. Sirul (x,) construit
are proprietatea: z, € A, d(x,,a) < % si f(zn) & Vb,V n €N, ceea ce contrazice ipoteza.

2 = 3 Presupunem ca are loc afirmatia 2 si fie ¢ > 0. Deoarece V = S(f(a),e) € Vi),
conform ipotezei, existd U € V, astfel incat V x € UN A implica f(z) € V. Cum U € V,, rezulta
cd exista 6(¢) = > 0 astfel ca Vz € S(a,0) N A avem f(x) € S(f(a),e) sau echivalent ¥V e > 0,
36(e) > 0 astfel incat V. € A cu d(z,a) < §(e) = d'(f(z), f(a)) < e, adicd afirmatia 3.

3 = 1 Presupunem afirmatia 3 indeplinita si fie (z,,) un gir de elemente din A, z,, — a pe X.
Pentru V ¢ > 0 alegem 0(g) > 0 astfel incat sd se verifice 3. Exista n(e) € N astfel ca V n > n(e)

Figura 3.1:

43
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d(xp,a) < d(g) si cu conditia 3 avem d'(f(x,,), f(a)) < €, ceea ce este echivalent cu f(x,) — f(a)
pe Y, adica functia f este continud in punctul a.

Exemplu 3.1.1 1. Fie X un spatiu metric. Aplicatia identicd 1x : X — X este continud
pe X. Intr-adevir, dacd a € X este un punct arbitrar, iar (z,) este un gir de puncte al
spatiulut X, x, — a pe X, atunci 1x(x,) =2, — a = 1x(a) pe X.

2. Daca (X, d) este un spatiu metric, atunci distanta d : X x X — R este o aplicafie continud.
Intr-adevar, daca (a,b) € X x X gi x, — a pe X, yp — b pe X, (zn,yn) C X x X, atunci
din inegalitatea:

‘d(xn, yn) - d<a’7 b)’ < d(xn’ a) + d(ym b)7

rezultd d(xy, yn) — d(a,b).

3. In orice spatiu vectorial normat X, norma q : X — R este o aplicatie continud, deoarece
putem scrie q(x) = d(x,0), iar (X,d) unde d(x,y) = q(x — y) este un spatiu metric si,
conform exemplului 2, distanta d este o aplicafie continud.

4. Fie (X1,q1),(X2,q2), ..., (Xn,qn) spatii vectoriale normate. Pe spatiul vectorial X = X7 X
Xo X -+ X Xy, definim norma q(z) = max,_i3 ¢;(vi),x = (z1,...,2,) € X. Aplicatia
proiectie p; » X — X;, pi(x) =z, Vo = (v1,72,...,2,) € X, i = 1,n, este continud.
Avem q;(pi(z) — pi(a)) = qi(z; — a;) < max,_15 ¢i(zi —a;) = q(x —a), Vr,a € X.

Fie € > 0 g1 alegem 6(¢) = . Pentru orice x € X pentru care q(x — a) < 6(¢) rezultd

qi(pi(x) — pi(a)) < e, adicd aplicatia p; este continud in punctul a. Cum a a fost ales
arbitrar in spatiul X, rezultd p; continud pe spafiul X.

Teorema 3.1.2 Fie X,Y,Z spatii metrice, 0 # AC X, 0 #BCY, f:A—B,g:B— Z
doud functii si a € A. Dacd funclia f este continud in punctul a, iar functia g este continud in
punctul f(a), atunci functia go f : A — Z este continud in a.

DEMONSTRATIE: Fie (z,,) un gir de puncte din X, x,, — a pe X. Din continuitatea functiilor
f si g in punctele a, respectiv f(a) obtinem f(x,) — f(a) pe Y si g(f(zn)) — g(f(a)) pe Z.
Asadar, (go f)(zn) — (go f)(a) pe Z, adica g o f este continui in punctul a.

Corolarul 3.1.1 Dacad X TN y & Z, [ este continud pe X, g este continud pe Y, atunci
go f: X — Z este continud pe X.

Fie X,Y spatii metrice, ) # A C X. Notdm
CUAY)={f:A—=Y|f continuipe A}.

Teorema 3.1.3 Dacd (Y, || - ||) este un spatiu vectorial normat si f € C°(A;Y), atunci functia
IFOI: A= R, f()] € CO(AR).

DEMONSTRATIE: Cum in orice spatiu vectorial normat Y norma este functie continué pe Y,
iar f este continud pe A, din teorema 3.1.2 rezulta ca functia || f(+)| € C°(A;R).

Teorema 3.1.4 Dacd (Y, ||-||) este un K-spatiu normat, atunci multimea C°(A;Y') este un spatiu
vectorial peste corpul K (K =R sau C).
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DEMONSTRATIE: Consideram f,g € C°(A;Y) si vrem si aritim ca af + B9 € C°(A;Y),
Va,0 € K.
Fie a € A i (x,) un sir de puncte in A, x,, — a pe X. Are loc urméatoarea relatie:

[(eef + B9)(wn) = (af + Bg)(a)| = lle(f(zn) = f(a)) + B(g(xn) — g(a))]| <
< edllf(zn) = fla)]l + Blll9( xn)g(a)ll

Din teorema 3.1.3 i din continuitatea functiilor f si g in punctul a, rezulta ca (af+03g)(z,) —
(af + Bg)(a) pe Y. Cum punctul a € A a fost ales arbitrar, obtinem (af + Bg) € C°(A;Y).

Teorema 3.1.5 Fie X,Y doud spatii metrice si f : X — Y o functie. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

1. f este continud pe X;

2. Pentru orice deschis D CY = f~1(D) este deschis in X;

3. Pentru orice inchis F CY = f~Y(F) este inchis in X.

DEMONSTRATIE: 1 = 2 Presupunem ca functia f este continud pe X; fie D C Y un deschis
inY siac f7YD). Atunci f(a) € D si, cum D este deschis in Y, existi ¢ > 0 astfel ca
S(f(a),e) € D. Din teorema 3.1.1 existd d(¢) > 0 astfel incat V =z € S(a,d(e)) = f(z) €
S(f(a),e), sau echivalent f(S(a,d(¢))) C S(f(a),e) C D. De aici obtinem S(a,d(¢)) C f~1(D),
adica f~1(D) este un deschis in X.

2 < 3 Rezulta imediat folosind relatia f~1(Y — F) = X — f~1(F).

2 = 1 Presupunem cd are loc 2 si fie a € X. Daca V € Vy(,), atunci exista € > 0 astfel ca
S(f(a),e) C V. Sferoidul S(f(a),e) fiind un deschis din Y, din ipoteza rezulta f~1(Sf(a),e)
deschis in X ce contine punctul a. Atunci existd d(g) > 0 astfel incat U = S(a,d(¢)) C
f7YS(f(a)),e), de unde f(U) C S(f(a),e) C V, adica functia f este continua in punctul a.
Cum acest punct a fost ales arbitrar din spatiul X, rezultd functia f continud pe X.

Corolarul 3.1.2 Daca X este un spatiu metric i f,g : X — R sunt doud functii continue pe
X, atunci multimile D1 = {zx € X | f(x) < g(x)}, Do ={z € X | f(x) > g(x)} sunt deschise, iar
mulfimile F1 = {x € X | f(x) < g(x)}, Fo ={x € X| f(z) > g(x)} sunt inchise.

DEMONSTRATIE: Functia h : X — R, h(z) = f(z) — g(z), V z € X este continud pe X.
Mulgimile (—o00,0), (0,00) sunt deschise in R, iar multimile (—o0,0],[0,00) sunt inchise in R.
Conform teoremei 3.1.5 multimile h=!((—00,0)) = Dy, h=1((0,00)) = D5 rezults deschise in X,
iar multimile h=1((—o00,0]) = F1, h=1([0,00)) = F» rezulta inchise in X.

Corolarul 3.1.3 Dacd X este un spativ metric, f,g : X — R sunt doud functii continue, iar
A C X o multime densd a spatiului X pentru care f|la=g|a, atunci f = g.

DEMONSTRATIE: A C {z € X|f(z) = g(x)} = F. Multimea F' este inchisd, deoarece
F = F1 N F5, unde Fi, F5 sunt multimile din corolarul 3.1.2. Atunci A C F = F i, cum A este
densd, obtinem X C F) adicd X = F. Agadar, f =g.

Teorema 3.1.6 Fie X un spatiu metric, Y un spaiu normat, 0 # A C X, f : A =Y si

a € A. Daca functia f este continud in punctul a gi f(a) # Oy, atunci exista U € V, astfel incdt
f(x)#0y,Vz e ANU.

DEMONSTRATIE: Deoarece f(a) # Oy, existd ¢ > 0 astfel incat V = S(f(a),e) € Vy(q si
Oy ¢ V. Din continuitatea functiei f in punctul a pentru vecinitatea V exista U € V, astfel ca
f(x) eV, Vo e ANU gi, cum Oy ¢ V, obtinem f(z) # 0y, Vax € ANU.
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Corolarul 3.1.4 Dacd X este un spativ metric, ) # AC X, a € A si f: A — R este o functie
continud in a astfel ca f(a) > 0, respectiv f(a) < 0, atunci exista U € V, astfel incat f(x) > 0,
respectiv f(z) <0,Vz e ANU.

Teorema 3.1.7 Dacd X,Y sunt doud spatii metrice, ) # AC X,a € Asi f: A—Y esteo
functie continud in a, atunci exista U € V, astfel incat f|anu sd fie mdrginitd.

DEMONSTRATIE: Fiee > 0si V = 5(f(a),€) € Vy(q). Din continuitatea functiei f in punctul
a, pentru V, existda U € V, astfel incat f(x) € S(f(a),e), Vo € ANU, adicd f|anu este
marginita.

Teorema 3.1.8 Dacd X este un spatiu metric, ) # AC X, a € A si f,g: A — R sunt functii
continue in a, atunci urmdtoarele functii fg,|fgl, max(f,g), min(f,g) : A — R sunt continue in
a. Dacd f(a) # 0, atunci si functia 7 A — R este continud tn a.

DEMONSTRATIE:  Demonstratia este imediatd folosind definitia 3.1.1, iar pentru
max(f,g), min(f, g) si relatiile:

max(f,g) = §[f +g+ | — g

min(f,9) = 31/ +9 - 1f - gl
Teorema 3.1.9 Dacd X este un spafiv metric, 0 # A C X, f = (f1,f2,--, fm) : A — R™,
m > 1 sia € A, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. Functia f este continud in punctul a;
2. Functiile f;,1 =1, m sunt continue in punctul a.

DEMONSTRATIE: 1 = 2 Presupunem functia f continud in punctul

a. Din continuitatea diagramei avem f; = pr;o f, Vi = 1,m, unde X f R™
pr; : R™ — R sunt functiile proiectie, care sunt continue Vi = 1, m.
Conform teoremei 3.1.2 rezulta cd functiile f; sunt continue in punctul
a Vi=1m. Ji s
2 = 1 Presupunem functiile f;,7 = 1, m, continue in punctul a. Pen- '
tru orice sgir (z5,) de puncte din A, =, — a pe X avem fi(z,) — f(a), R
Vi=1m. . .
F@a) = (Fi@a) fol@n)s o @) = (Fu(@)s fo(@)s-.., fnla)) = T igwra 32

f(a) pe R™ Agadar, rezulta ca f este continui in punctul a.

Teorema 3.1.10 Darbouz (1842 - 1917) - Bolzano (1781 - 1848)
Daca f :]a,b] — R, [a,b] C R este o functie reald continud au loc urmdatoarele afirmatii:

1. Daca f(a)f(b) <0, atunci exista £ € [a,b] astfel incat f(§) = 0;

2. Daca m = infyeqp) f(7) 38 M = supgejop f(), atunci pentru orice ¢ € (m, M) ewistd
n € [a,b] astfel incat f(n) = ¢;

3. Dacd f este strict monotond, atunci f : [a,b] — [m, M] este o bijectie, iar inversa f~! este
continua st strict monotond.
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DEMONSTRATIE: 1. Fie Iy = [a,b]. Impartim intervalul Iy in doui intervale inchise avand
lungimi egale. Functie f va lua valori de semne opuse la capetele unuia dintre aceste intervale,
pe care-l vom nota I;. Continuand acest procedeu gidsim un gir descendent de intervale inchise
Iy>I1 D---D1I, D... culungimea intervalului I, tinzand catre zero.

Fie a,, respectiv b,, n > 1 capetele intervalelor I,, in care functia este pozitiva, respectiv
negativa. Din lema intervalelor inchise incluse exista £ € Np>oly, cu ap, — &, by, — £. Deoarece f
este continud, atunci rezultd f(a,) — f(&), f(by) — f(&). Cum f(a,) >0, f(b,) < 0= f(§) >0
si f(€) <0, adicd £(€) = 0.

2. Din m = infejqp) f(7) 5t M = supgepey f(z) = 3 @, B € [a,b] astfel incat m < f(a) <
c< f(B) <M.

Functia g : [a,b] — R, g(z) = f(x) — c este continui pe [o, 5], g(a) = f(a) — ¢ <0, g(B) =
f(B) — ¢ > 0si, aplicand punctul 1 al teoremei, exista n € [, (] astfel ca g(n) = 0= f(n) = c.

3. Din punctul 2 al teoremei avem functia f surjectivi, iar din enunt fiind strict monoton#,
ea este injectiva, deci bijectiva. Daca I C [a,b] este multime inchisa, atunci (f~1)71(I) = f(I)
este, de asemenea, inchisi. Conform teoremei 3.1.5 functia f~! este continua pe [a, b].

Fie (X,d), (Y, d) doua spatii metrice, ) # A C X ¢i f: A — Y o functie.
Definitia 3.1.2 Fie a € A'. Functia [ are limita 1,1 € Y, in punctul a dacd funcfia g : AU{a} —

Y, g(x) = { lf(xlj :a:ayé @ este continud in punctul a si vom nota lim,_, f(x) = L.
9

Observatia 3.1.2 1. lim,, f(z) =1V (z,) C
A xy #a,VneN, x, —ape X = f(z,) — 1 pe
Y (definitia lui Heine)

Figura 3.3:

2. limy_q f(z) =1 &YV eV, U €V, astfel incitV z € (ANU) — {a} =
flz) eV

3. limy_, f(z) =1 Ve >0, 3d(e) >0 astfel incit V oz € A—{a} cu
d(z,a) < o(e) = d'(f(x),l) <e.

Teorema 3.1.11 Dacd Y =R, f,g: A — R astfel incat |f(x)| < g(x),Vx € A, sia € A astfel
ca lim,_,, g(x) = 0, atunci lim,_, f(z) = 1.

DEMONSTRATIE: Fie € > 0. Deoarece lim,_,, g(z) = 0, existd d(e) > 0 astfel incat V = €
A—{a} cud(z,a) <d(e) = g(z) <e, |f(x)]| < e, adica lim,_, f(z) = 1.

Urmatoarea teorema ne asigurd existenta limitei unei functii intr-un punct.

Teorema 3.1.12 Cauchy-Bolzano

Daca (X, d) spatiu metric, (Y,d') spatiu metric complet, ) # A C X si f : A — 'Y, atunci
sunt echivalente urmdtoarele afirmatii:

1. Funclia f are limiltd in punciul a;

2.Ve>0, 3U €V, astfel incatV x,2' € (UNA) —{a} = d(f(z), f(2')) < e.
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DEMONSTRATIE: 1 = 2 Fie lim,_,, f(z) = gi € > 0. Din observatia 3.1.2 rezultd ca exista
d(e) > 0 astfel incat Vo € A — {a} cu d(z,a) < i(e) = d'(f(z),]) < % Luam U = S(a,d(¢));
atunci V z,2' € (UNA) — {a}

(7). 1) < d(F@). )+ (a0 < 5+ 5 =<

2 = 1 Fie (z,) un gir de puncte din A, x, # a, z, — a pe X. Existd n(e) € N astfel
incat V' n > n(e) x, € UN A, unde U € V, este vecinitatea din enunt. Deci ¥V n,m > n(e)
d'(f(zyn), f(xm)) < e, adicd girul (f(z,)) este fundamental. Cum Y este spatiu metric complet,
sirul (f(xy,)) este convergent si fie [ = lim,, o f(24).

Aratam ca limita girului (f(z,)) nu depinde de alegerea girului (z,). Fie (y,) un sir
de puncte din A, y, # a, y» — a pe X. Urmand acelasi rationament ca sgi pentru
girul (x,), gasim ;1 = lim, o0 f(yn). Consideram girul x1,y1,22,Y2,---, TnyYny--.. Evi-
dent acest gir are limita a, iar sirurile (f(zy)),(f(yn)) sunt subgiruri ale girului convergent
f(x1)7 f(yl)a f(x2)7 f(y2)7 AR f(xn)7 f(yn)v T

Asgadar, avem | = lim,, oo f(xy,) = lim, oo f(yn) = l1, adicad functia f are limitd in punctul
a.

Exemplu 3.1.2 1. Fie

3
fRAO0} =R f@y)=
Deoarece
z3 z?
Few) = | g sl = s ol <lel = 0 (o) = 0.0, lim () =0,
2. Fie ) 2y
FOR {00} =R f@y) = o

Virem sd calculam lim, ) 0,0) f(2,y). Daci x — 0 siy = mx — 0, m € R atunci observam cd

2ma? 2m
li =1 = .
xll% f(ﬂj, y) zli% 2 + m2x2 1+ m?2

y=mz

In concluzie, functia f nu are limita in punctul (0,0).
3. Fie f:R2 >R

1 — cosz? o
f(x, y) — 372 + y2 ) dac(l (Cl:',y) 7é (070) ,
0 , 1In rest
1 —cosa? 2sin? :z;i‘
(=,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) 2°+ Yy (z,y)—(0,0) =+ Y
3
22X
1 sin“ <5~ 6
= 5 dm 25 —0=/(0,0).
2umﬁmm(ﬁ):v+y
2

Prin urmare, functia f este continud pe R2.
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3.2 Limite iterate

Fie A CR", a = (a1,a2,...,a,) € A, f: A—Y o functie, unde Y este un spatiu metric si
o € S, o permutare a primelor n numere naturale.

Definitia 3.2.1 Dacd existd limitele succesive

lim (... lim f(z)) =1,
Lo (n) 7 (n) To(1)7Ax(1)
unde aq(;) € A;(i), A = {zi| (21,29, .., Ti—1, X4, Tig1, .. ., Ty) € A}, atunci aceastd limita se

numeste limitd iteratd a functiei f in punctul a.
Observatia 3.2.1 1. Functia [ poate avea cel mult n! limite iterate.

2. Daca n = 2, functia [ poate avea cel mult doud limite iterate, si anume,
limg g (limy—p f (2, y)), respectiv limy_,(limy—q f(2,)).

Exemplu 3.2.1

2x
L fRP={(0,0)} =R f(z,y) = Tfyz
;15%(3135 f(z,y)) = 3135(3{13(1) f(z,y)) = 0.
2. f:R2-{(0,00} =R f(%l/ﬁ%
T4 +y
lim(lim f(z,y)) = 1, lim(lim f(z,y)) = 1.
1.1

3. f:R*—{(0,00} = R f(x,y):ysingsin—
Y
lim, o (limy—o f(z,y)) =0, dar limy_o(lim,—o f(z,y)) nu ezxistd.

Teorema 3.2.1 Dacd existd limita functiei f in punctul a si una dintre limitele iterate in acest
punct, atunci aceste limite sunt egale.

DEMONSTRATIE: Pentru simplificare vom demonstra in cazul n = 2. Fie (a,b) € A’ si
presupunem ca exista limitele I = lim, ,\_(q,) f(z,¥) si l1 = limg o (limy, ., f(7,y)).

Pentru fiecare x € Ay = priA vom nota F(x) = lim,_;, f(z,y). Atunci l; = lim,_, F(z).

Fie € > 0; deoarece lim(, y_,(q,) f(z,y) = [, exista U € V(4) astfel incat

d(f(e,y)0) < 5. V(@) € (ANU) = {(a,b) (3.1)

limd'(f(z,y),l) = d'(F(z),l), y€ A.

y—b

Din inegalitatea (3.1), obtinem

d(F(x),l) < =, Va astfel incat (z,b) € U.

| ™

Atunci
lim d'(F(x),l) = d'(lim F(z),l) =d (I1,1) <

r—a r—a

<e,

N ™

adica | = [;.
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Observatia 3.2.2 1. Daca ezistd una din limitele iterate ale funcliei f intr-un punct, nu
rezultd cd existd si celelalte limite iterate in acel punct.

2. Daca existd doud limite iterate ale unei functit tntr-un punct i dacd ele sunt diferite, atunci
functia f nu are limitd in acel punct.

3. Sunt cazuri cand punctul a € A', A C R", dar Ha; € Al In acest caz nu are sens
limg, q, f(2).

3.3 Multimi compacte

Definitia 3.3.1 Fie X un spatiu metric. O familie {D;}icr de parti ale lui X avdnd proprietatea
UierD; = X se numeste acoperire a sa. Se numegte subacoperire a acoperirii {D;}icr o subfamilie
{D;}icy, J C I astfel incdt U;e;D; = X.

Daca K C X este o submultime a spatiului metric X, atunci o familie {D;}icr de parti ale lui
X avdnd proprietatea K C U;erD; se numeste acoperire a mulfimii K. Se numeste subacoperire
a acoperirii {D;}icr o subfamilie {D;}icy, J C I astfel incat K C U;eD;.

Daca multimea I este finitd, acoperirea se numeste finitd.

Daca toate multimile D; sunt deschise spunem cd acoperirea {D;}icr este acoperire deschisd.

Definitia 3.3.2 O submullime K C X a unui spaliv melric X se numeste compacld sau un
compact al lui X, dacd din orice acoperire deschisd a ei se poate extrage o subacoperire finitd,
adica pentru orice familie de mullimi deschise {D; |i € I, D; deschis}, astfel incat K C U;erD;,
rezultd cd existd o submultime finitd J C I astfel incit K C U;ejD;.

Definitia 3.3.3 O submultime K C X a unui spatiu metric este mdarginitd dacd 3 a € K gi
Jr >0, r €R astfel incit K C S(a,r), adicd daca este continutd intr-un sferoid.

Teorema 3.3.1 Orice multime compactd dintr-un spativ metric este inchisd g1 marginitd.

DEMONSTRATIE: K este inchisi < K = K. Presupunem ci K € K si fie € K astfel incat
x ¢ K. Pentru orice y € K avem x # y. Cum spatiul metric este un spatiu separat, rezultd
ca I ry > 0, astfel incat S(z,ry) N S(y,ry) = 0. Sferoizii S(y,ry),y € K formeazd o acoperire
deschisd a lui K, K C UyerS(y,ry) si, cum K este compactd, rezultd ca existd o subacoperire
finita a sa, adicda 3 y1,y2,...,yp € K si 7y >0,...7y, > 0 numere reale astfel incat

K C Sy, my) US(ya,my5) U=+ US(yp,1y,)-

Luand r = min(ry,,...,ry,) > 0, obtinem S(z,r) N S(yi,ry,) =0, Vi=1,p, de unde avem

S(x,m)N (U S(yi,m)> =0= S(xz,r)NK =10,
i=1

adicii, x € K, ceea ce contravine ipotezei x € K. Astfel K C K, deci K = K, adici multimea K
este inchisd. Fie a € X; pentru fiecare z € K considerdm d(x,a) > 0. Conform proprietatii lui
Arhimede 3 n, € N, astfel incat d(z,a) < ny = x € S(a,ng). Dacd n, = [d(z,a)] + 1, atunci
K C U, enS(a,ng). Multimea {S(a,ny)|n, € N} constituie o acoperire deschisd a lui K si,
cum K este compactd, din aceastd acoperire se poate extrage o subacoperire finita, deci 3 nq >
0...,nm > 0 astfel incat K C S(a,n1) U S(a,n2) U---US(a,ny). Luand n = max,_i;;n; > 0,
obtinem K C S(a,n), adicd multimea K este marginita.
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Teorema 3.3.2 Caracterizarea multimilor compacte cu siruri.

O submulfime K C X a unui spaliv metric este compactd dacd st numai dacd pentru orice
sir de puncte din K existd un subsir convergent in K, adici ¥V (zn) C K, 3 (z(n)) subsir astfel
incdt Ty, — & € K.

DEMONSTRATIE: Presupunem multimea K compacta si fie (ay,) un sir de puncte din K, astfel
incat acest gir nu contine subgiruri convergente in X. Dacad ar contine un subsgir convergent in
X, atunci xy,) — £ € X, z4,,) € K. Din teorema 2.4.3 § € K si, cum K este compacti, K este
inchisi, deci € € K.

Considerdam acum multimile

Dy =X —A{zg,z1,...,%pn,... },D1 = X —{z1,22,...,2n,... },..., Dy =X —{zp, Tpnt1,... } ...

care au proprietatile:
DocDicDyC---CD,C... (32)

si K C UpenDhy,.

Fie y € Dy. Daca pentru orice r > 0 S(y,r) contine termeni ai girului (z,), luam r = %,
Tn €8 (y, %) . Obtinem astfel un gir de puncte z ¢,,) — y, ceea ce contravine faptului, ¢a nici un
subsir al sirului (x,) nu este convergent in X. Deci I r > 0, astfel ca S(y,r) C Dy, prin urmare,
Dy este o multime deschisd, iar din (3.2) avem (D,,) sir de multimi deschise, care formeazi o
acoperire deschisi a lui K. Cum K este o multime compacti, se poate extrage o subacoperire
finitd a sa, K C Dy, U Dy, U---U Dy, = Dy, unde n = max;_y, 1, deci K C D,,. Dar din
modul de definire al multimilor D,, avem x, € D, si x, € K. Am obtinut astfel o contradictie,
agadar orice gir de elemente din K contine un subgir convergent in K.

Pentru a demonstra reciproca vom arata urmaétoarele:

1. Ve > 0 existd o acoperire finitd a lui K formata din sferoizi de raza e, adica K C
S(xz1,e)U---US(zp,e) unde z1,x9,...,2p € K.

2. Dacid K C U;erD; este o acoperire deschisa, atunci 3 g9 > 0, astfel incit V x € K,
Jiy €I cu S(z,e0) C Dy,

Presupunem cd 3 eg > 0 astfel incat nu avem o acoperire finitd a lui K de sferoizi deschisi
de raza g9. Daca 9 € K gi K ¢ S(xo,e0), atunci 3 21 € K astfel ca x1 & S(x0,e0), deci
d(Il,xo) > £0-

Daca K ¢ S(xo,e0) U S(z1,€0), atunci 3 z9 € K astfel ca xo € S(xg,£0) U S(x1,60) =
d(xa,x0) > €9 si d(z2,21) > €. Continuand procedeul, formam un gir de elemente din K, (z,) C
K astfel incat V p,q € N d(zp, z4) > €o. Acest sir nu poate avea nici un subsir convergent in X.
Daca (z(,)) ar fi un subsir al sirului (z,), convergent in X, atunci (z,)) ar fi gir fundamental
adicd Ve > 0, I3 n(e) € N astfel ca V p,q > n(e) d(xp,z4) < € si obtinem astfel o contradictie.
Prin urmare Ve > 0, K C S(z1,6) US(x2,e) U---US(xp,€) cu z1,22,...,2p € K.

Pentru a arita afirmatia a doua presupunem cid V e > 0, 3 z. € K astfel caV i € I
S(xe,e) ¢ D;. Ludm e = n € N*. Pentru fiecare n € N* existd z, € K astfel incat

S (xn, %) ¢ D;,V i € I. Dar din ipotezd avem ca sirul (z,,) din K contine un subsir convergent

n»

in K, adica exista () astfel incat zy,) — & € K.
Cum K C UjerD;, exista 19 € I astfel incat £ € D;,. Deoarece D;, este un deschis, exista
r>0,reRcuSr)CD,.
; . T 1 T e < <
Pentru n suficient de mare avem d(z¢(,),§) < 5 §i i) < 5. Ardtdm ca are loc urmatoarea

incluziune S (l‘f(n), 1)> C S(&,r). Pentru aceasta fie

fn
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yes (ﬁf(n),f(ln)> ;
1 T

d(y, &) < d(y, v pm)) + d(Tp(n), &) < o) +5< ng % =,

prin urmare, S <xf(n), ﬁ) C S(&,r) C D;,, contradictie.

Pentru acoperirea deschisd {D; |7 € I} a lui K alegem un ¢ > 0 astfel incat s se verifice
proprietatea 2. Conform proprietatii 1, pentru acest € existd o acoperire finitd a lui K cu sferoizi
de razi e, adicd K C S(z1,e) C S(z2,e) U---US(xn,e) cu S(zj,e) C Dy, ,Vj= 1,n.

Am obtinut astfel K C D;, UD;, U---UD adicd K este o multime compacta.

ig;2 izn ?
Corolarul 3.3.1 Un spativ metric X este compact dacd si numai dacd orice gir de puncte din
X conline un subgir convergent.

Teorema 3.3.3 Orice interval [a,b], a,b € R, a < b inchis gi marginit pe R este compact.

DEMONSTRATIE: Daci (z,,) este un gir de puncte din [a, b], atunci el este marginit si, conform

lemei lui Cesaro, acest gir contine un subgir convergent citre un punct £ € [a,b] = [a,b]. Din
teorema 3.3.2 obtinem ci intervalul inchis si marginit [a, b] din R este un compact.

Teorema 3.3.4 Dacd X si Y sunt spafii metrice compacte, atunci spatiul metric X X Y este
compact.

DEMONSTRATIE: Pe multimea X X Y se introduce distanta

d(z,y) = \J B (w1, 22) + B yr, ), V= (21,91). 5= (£2,42) € X X Y.

Consideram girul ((x,,y,)) de puncte din X x Y. Cum (z,) C X, iar X este spatiu metric
compact, rezulta ca existd subsirul convergent (7)) al sirului (), ¢y, — a € X, unde
f N — N este o functie strict crescatoare. Y fiind spatiu metric compact, sirul (ys(,)) C Y are
un subsir convergent (teorema 3.3.2) (Y4(£(n)))» Yg(f(n)) — b € Y, unde g : N — N este o functie
strict crescatoare.

Evident xg(fn)) — a si am gasit subsirul ((xg(rn)), Yg(rmny)) al sirului ((z5,yn)) din X x Y
convergent citre (a,b) € X x Y. Prin urmare, conform teoremei 3.3.2, rezultd X x Y spatiu
metric compact.

Corolarul 3.3.2 Orice paralelipiped inchis P = [a1,b1] X [a2,b2] x -+ X [ap,by] din RP este
compact, p > 1.

DEMONSTRATIE: Din teorema 3.3.3 intervalul [a;, b;] din R este compact, Vi = 1,p. P fiind
produs cartezian finit de multimi compacte, rezultd conform teoremei 3.3.4 P este un compact.

Caracterizarea multimilor compacte din RP,p > 1.

Teorema 3.3.5 Heine - Borel
O submultime K C RP, p > 1 este compactd dacd si numai dacd este inchisd si mdrginitd.
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DEMONSTRATIE: Necesitatea a fost aritatd la teorema 3.3.1. Pentru a demonstra suficienta,
fie K C RP o multime inchisii gi mérginitd. Atunci existd un paralelipiped P C RP, P =
[a1,b1,] X [ag, ba] X -+ X [ap, by] astfel incat K C P.

Daca (x,,) este un gir de puncte din K, atunci (x,) C P si, cum P este compact, sirul (z,)
contine un subsir convergent xy,) — £ In P, unde f : N — N este o functie strict crescatoare;
Ty € K = £ € K = K, adica sirul (z,) contine un subsir convergent zy,) — § in K si,
conform teoremei 3.3.2, multimea K este compacta.

Observatia 3.3.1 1. Dacd K C RP nu este inchisd sau nu este mdarginitd, existd acoperiri ale

lui K cu intervale deschise, din care nu se poate extrage o subacoperire finitd, adicd K nu este
1

n
din care nu se poate extrage o subacoperire finitd. Daca K = [0,00), intervalele (n —2,n),n > 1
constituie o acoperire a lui K, dar din care nu se poate extrage o subacoperire finitd.

2. Orice mulgime finita K = {a1,a2,...,an} C X, unde X este un spativ metric, este inchisd
st marginitd, deci compactd.

3. Orice reuntune finitd de multimi compacte este compactd.

4. Intervalele (a,b),[a,b), (a,b] nu sunt compacte deoarece nu sunt inchise, ca si spatiile R gi
R? deoarece nu sunt mdrginite.

2
5. Sfera S = {(z,y, 2) € R3 |22 +y?+2% = 1} si elipsoidul plin {(x,y,2) € R? ]wZ—i—%f—i—zQ <
1} sunt mulimi compacte.

un compact. Daca K = (—1,1), intervalele (—1 + %, 1-— ) constituie o acoperire a lut K, dar

3.4 Continuitate pe compacte

Teorema 3.4.1 Daca X,Y sunt doud spatii metrice, ) # K C X un compact si f : K —Y o
functie continud pe K, atunci f(K) CY este un compact.

DEMONSTRATIE: Fie (D;|i € I) o acoperire cu deschigi din Y a lui f(K), deci f(K) C
UserD;. Atunci

KcCf(f(K)c s <UDZ> =J (D).
il icl
Deoarece f este continud pe K, iar D; sunt deschigi in Y, conform teoremei 3.1.5, rezultd ci
multimile f~1(D;), i € I sunt deschise in X. Cum aceste multimi formeaz o acoperire a lui K,
iar K este un compact, existd multimea .J C I finita astfel ca K C U;cs f~1(D;).

fK)cf (U f_l(Dz‘)> =Jr o)) c |y o

icJ icJ icJ
Asgadar, din acoperirea (D;|i € I) a lui f(K) am extras o subacoperire finitd (D; |i € J), adica
f(K) CY este un compact.
Definitia 3.4.1 O funcgie f : A — R isi atinge marginile dacd 3 o, 8 € A astfel incdt
infzea f(x) = f(a) sisup,eq f(x) = f(B).

Teorema 3.4.2 Orice functie f : A — R definita i continud pe un compact A dintr-un spatiu
metric X este marginitd si i1 atinge marginile.

DEMONSTRATIE: Intrucat f este continui pe A si A C X compact, conform teore-
mei 3.4.1, rezultd f(A) C R compact, iar din teorema 3.3.1 f(A) este marginita si inchisa;
infyea f(x),supyeq f(x) € f(A) = f(A), deci f isi atinge marginile.
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3.5 Multimi conexe
Fie X un spatiu metric fixat.

Definitia 3.5.1 O submultime C' C X se numeste neconexd dacd existd doud mullimi deschise
nevide Dy st Do in X astfel incdt
DiNDyNC =10

DlﬂC;é(Z), DQﬂC#@ 1 C CDiUDy (33)

Un spaliv metric X se numeste neconexr dacd eristd doud mulfimi deschise nevide D1 st Do in
X astfel incit X = D1 U Dy i D1 N Dy = ().
O submultime C' C X se numeste conexd dacd nu este neconezd.

Observatia 3.5.1 a) Spatiul X este coner < orice submulfime nevidd simultan inchisd gi de-
schisd in X coincide cu X.

b) A spune ca o multime C C X este conexd inseamnd cd aceasta "este formata dintr-o
singurd bucatd”.

Exemplu 3.5.1 1. Intr-un spativ metric multimea formatd dintr-un singur punct este conezd.
2. Intr-un spativ metric X multimea formatd din 2 puncte distincte este neconexd. Intr-
adevar, daca C = {a,b} € X,a # b, atunci pentru D1 = X — {a}, Dy = X — {b} se verificd
3. Mulgimea C = (—1,1] U (4,5) este neconexd, deoarece pentru D1 = (—1,2) si Dy = (4,5)
se verifica (3.3).
4. Sferele sunt conexe.
5. In plan o coroand circulard este conexd.

3.6 Continuitate pe conexe

Teorema 3.6.1 Fie X, Y doud spatii metrice st f : X — 'Y o aplicatie continud. Dacd A C X
mulfimea este conexd, atunci mulfimea f(A) CY este conezd.

DEMONSTRATIE: Presupunem cd f(A) este neconexi. Din (3.3) existd doud multimi deschise
nevide Ay si As in Y astfel incat A1 N Ay N f(A) = 0, Ay N f(A) # 0, Ay N f(A) # 0 si
f(A) C A; U As. Functia f fiind continui, rezultd ci multimile D1 = f~1(A1) si Dy = f~1(A3)
sunt deschise in X si nevide.

AANfA) D& Fye AiNf(A) = Tz e Aastfel incat y € Ay siy = f(x) =z €
DiNA= D;NA#0. In mod analog se arati ci

Dy A #0. (3.4)
Din f(A) CAUAy = AC f_l(f(A)) C f_l(Al U Ag) = Dy U D», deci
A C Dy UDsy (3.5)

Presupunem cd DN DsNA# Q= Joxe D NDyNA= f(x)e f(A)N AN Ay =0, absurd,
prin urmare

DiNDyNA=0. (3.6)
Din (3.4), (3.5) si (3.6) obtinem A neconexa, fals, asadar f(A) este conexa.
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Teorema 3.6.2 O multime C C X dintr-un spatiu metric este conexd dacd si numai dacd orice
functie continua f : C — {0,1} este constantd.

DEMONSTRATIE: = Fie C conexd si presupunem ca existd o functie continua f : C' — {0,1}
neconstantd. Atunci f(C) = {0,1} din teorema 3.6.1 ar rezulta conex, ceea ce este absurd.

< Presupunem ci orice functie continud f : C — {0,1} este constantd. Dacd C este
neconexd, atunci existd multimile deschise si nevide Dy, Dy in X astfel incat C' N Dy N Dy = 0,
DlﬁC;ﬁ(Z), DQﬂC#@§iCCD1UD2.

Definim functia f: C — {0,1}

f(.l‘)_ 0, reDiNC
- 1, ze€DynNnC.

Din c € D1 NC = f(c) =0. Cum D; este un deschis in X, exista S(c,d) C Dy astfel incat
f(z) =0,V z € S(c,6) N C. Analog se arata cd dacd ¢ € Dy N C existd S(c,d1) astfel incat
f(z) = 1,V x € S(c,61) N C, adica functia f este continud si neconstanti, ceea ce contrazice
ipoteza. Agsadar multimea C' este conexa.

Teorema 3.6.3 Daca {C;|i € I,C; conexa} este o familie de mulfimi conexe ale unui spafiu
metric X astfel incat Nic;C; # 0, atunci multimea U;c1C; este conexd.

DEMONSTRATIE: Fie f : C — {0,1} o functie continud, unde C' = U;c;C;. Deoarece
Nic1C; # 0, existd ¢ € NierC;. Presupunem f(c) = 1. Pentru orice z € C, 3 i € I astfel incat
x € C;. Restrictia functiei f la C; fiind continui, iar C; conexd, rezultd ci f este constantid pe
C;. Atunci, deoarece ¢ € Cy, f(z) = f(c) =1, agadar f este constanta pe C si, conform teoremei
3.6.2, obtinem C conexa. Cazul f(c) = 0 se trateazd in mod analog.

Definitia 3.6.1 O multime I C R se numeste interval dacd din a,b € I, a < b gia < c < b,
rezultd c € 1.

Teorema 3.6.4 O submultime C C R este conexd dacd si numai dacd C este un interval.

DEMONSTRATIE: = Fie C conexi gi presupunem ci C' nu este interval. Atunci, rezultd cd
existd numerele a, b, ¢ astfel incat a < ¢ <b, a,b,€ Csic¢g C. Luand D1 = CN(—o0,¢) # D si
Dy = C N (c,00) # 0 se verifica conditia (3.3) gi rezulta ci C este neconexi, ceea ce este absurd.
Agadar C este un interval.

< Fie C un interval gi presupunem c# este neconex. Conform teoremei 3.6.2 rezulti cé existi
o functie f : C' — {0, 1} continud si neconstantd. Atunci din teorema Darboux-Bolzano functia

f ar trebui s ia valoarea 3, ceea ce este fals, deoarece f ia numai valorile 0 si 1.

Corolarul 3.6.1 Daca f : X — R este o functie continua, C C X conex, pentru care existd
a,b € C astfel ca f(a) <0 si f(b) >0, atunci exista ¢ € C astfel incit f(c) = 0.

DEMONSTRATIE: Conform teoremei 3.6.1 rezultd ca f(C) este o submultime conexa a lui R,
adicd un interval. Atunci, pentru ca 0 € [f(a), f(b)] C f(C), exista ¢ € C astfel incat f(c) = 0.

Observatia 3.6.1 1. Proprietatea din corolarul 8.6.1 se numeste proprietatea lui Darbouz.
Aceastd proprietate nu o au numai functiile continue.

2. Orice mullime convexd din R™ este conexd.

3. Orice interval din R™ este conex.
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Definitia 3.6.2 O multime deschisd si conexd intr-un spatiu metric se numeste domeniu.

Definitia 3.6.3 Fie a,b € R™. Se numeste linie poligonald ce uneste punctele a,b o submulfime
L C R™ astfel incat sa existe punctele x1,x2,..., 2y, € R™ i Ly = [a,x1] U [z1,22) U -+ U
[Tm—1, Tm] U [Tm, b].

Observatia 3.6.2 1. Intervalul [a,b] in R™ se defineste ca fiind
[a,b] ={(1 —t)a+tb|t €[0,1]}.

2. Intervalul [a,b] din R™ este conex, deoarece [a,b] = f([0,1]), f(t) = (1—t)a+tb, V¢ € [0,1],
iar functia f este continud pe multimea conezxd [0, 1].

Caracterizarea multimilor conexe in R"”

Teorema 3.6.5 Fie D CR" o multime deschisd, nevidd din R"™, n > 1. Sunt echivalente conditi-
ile:

1. D este domeniu in R™;

2. Orice doud puncte din D pot fi numite printr-o linie poligonald continutd in D.

DEMONSTRATIE: 1 = 2 Fie a,b € D doud puncte fixate. Notam D; = {z € D | existd o linie
poligonald in D, care unegte punctele a si x} = {x € D| 3 Loy C D} si Dy = D — Dy; Dy si
D5 multimi deschise. Dacd Dy # (), atunci D este neconexi, ceea ce contrazice ipoteza. Prin
urmare D; = D gi b € Dy, adicd 3 Ly, C D.

2 = 1 Fie a € D un punct fixat. Pentru orice punct b € D existd o linie poligonald Ly, C D si
care, conform teoremei 3.6.3, este multime conexa. Multimea D = Upecp Ly este conexi, deorece
Ly sunt conexe si NpepLap = {a}.

3.7 Functii uniform continue

Fie (X,d) si (Y,d') dou spatii metrice, ) # A C X.

Definitia 3.7.1 O functie f : A — Y se numeste uniform continud pe mulfimea A daca¥ ¢ > 0,
30(e) > 0 astfel incat ¥V x,y € A cu d(z,y) < d(e) = d(f(x), f(y)) <e.

Observatia 3.7.1 1. Continuitatea uniformd este o proprietate globald a functitlor, in timp
ce continuitatea este o proprietate punctuald.

2. Orice functie f uniform continud pe A este continud pe A. Intr-adevar, din definitia 3.7.1
pentru a = 2’ € A fizat se obtine f continud in a si, cum a € A a fost ales arbitrar, rezultd
f continud pe A. Reciproca este, in general, falsd.

3. In continuitatea punctuald & depinde, in general, de € si de punct, pe cand in continuitatea
uniformd § depinde doar de €.

Exemplu 3.7.1 1. Functia f : R — R f(z) = x este uniform continud pe R, deoarece ¥ ¢ > 0
pundnd d(g) = € obtinem

Ve, €R cu |z —2'| <d(e) =e = |f(z) — f(@)| =]z —2'| <e.
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2. Functia f : (0,1) — R f(z) = % nu este uniform continud pe (0,1). Presupunem f

uniform continud pe (0, 1); atunci pentru € = % existd & > 0 astfel incat ¥V x,2’ € (0,1) cu

]x—:c’.|<5:>\f(a;)—f(x’)]<%.Fz’e:p:nil,x’:ﬁ,neNastfelincdt%ﬂ<5.
Atunci
1 1 2 1
-2 = - § — f(2) = 1-— l=1< =
o2 = |~ | < g <0 @ - f@)] =+ 1= (D] = 1< g,
fals.

3. Functia f:(1,2) x (1,2) = R, f(x,y) = % este uniform continud. Intr-adevar, fie € > 0
six, 2y, y € (1,2) astfel ca |z —2'| <6, |y — 9| <9I, unde 0 <6 < %;

/

z 2| ey a2yl |y -2y +aly - aly
‘f(‘r7y)_f($/7y/)| = - 5l = / = / <
y oy Yy Yy
MNow ol ot / /
< Yle=draly =yl 5 2V

yy/ /
Teorema 3.7.1 Heine (1821 - 1881)
Orice funclie f : A —Y continud pe un compact A este uniform continud pe acel compact.

DEMONSTRATIE: Presupunem ci f nu este uniform continui. Atunci 3 & > 0 astfel incat
Vo >0, existd z, 2’ € A cu d(z,2') < 6 pentru care d'(f(z), f(2')) > . Ludm ¢ = %, n > 1.
Exista sirurile (x,,), (z,) C A cu d(zp, z),) < % astfel ca d'(f(xy), f(z])) > e. A C X compacta
= girul (xz,) C A contine un subsir convergent in A, deci existda h : N — N functie strict

crescitoare §i a € A astfel ca zy(,) — a pe X.

Cum d(xy,z)) < %

pe Y si f(m%(n)) — f(a) pe Y, adica d(f(xh(n)),f(x;l(n))) — 0, ceea ce contrazice faptul cd
d(f(zhem))s f(x;L(n))) > ¢,V n>1. Rezultd f uniform continua.

= :L'lh(n) — a pe X, iar din continuitatea functiei f = f(zy(n)) — f(a)

Exemplu 3.7.2 1. Functia f:]0,1] = R

1
z+1 7 70
f(z) =
1 , =20
este uniform continud pe [0, 1], deoarece este continud pe compactul [0, 1].
2. Functia f :[1,2] x [1,2] — R f(x,y) = % este uniform continud, deoarece este continud

iar [1,2] x [1,2] este compact.

Observatia 3.7.2 Dacd f : X — X, atunci au loc urmdtoarele implicatii f contractie = f
uniform continud = f continud.

3.8 Aplicatii liniare si continue

Fie I/ si F spatii vectoriale normate, reale.

Definitia 3.8.1 Functia f: E — F se numeste aplicatie liniard sau operator liniar dacd:

1 fle+y) = f(z)+ f(y),Vz,yeE;
2. flax) =af(x),VexeE sgiVaecl
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Exemplu 3.8.1 1. E=F =R.
Daci f : R — R este o aplicatie liniard, atunci f(x) = f(zl) = xzf(1), ¥V € R, deoarece
mulfimea {1} este bazd in R. Notdnd f(1) = a € R gdsim cd toate aplicatile liniare de la R la
R sunt de forma f(z) = ax, ¥V z € R.
2. E=R", F=R.
Consideram in R™ baza canonicd {e1,...,en}, iar in R baza {1}, unde e, = (0,...,1,...,0),
Vi=1,n. Orice x € R", x = (x1,...,3,) se scrie sub forma x = x1e1 + Taeg + - -+ + Tpey.
Dacd f:R™ — R este aplicatie liniard de la R™ la R, atunci

f(x) = f(xre1 +xaea + - -+ + xpen) = x1f(e1) + w2 f(e2) + - + znflen).

Notand f(e;) = a; € R obtinem cd toate aplicatiile liniare de la R™ la R sunt de forma f(x) =
Yo air; = (a,x), unde a = (ai,...,an) € R™.

3. E=R, F=R"
Daca f : R — R™ este aplicatie lintard de la R la R™, atunci pentru orice x € R avem

f(x) = f(zl) = xf(1) = z(are1 + agea + - - - + amen) = (a1, a2, . .., am),

unde f(1) € R™, f(1) = (a1,a2,...,an), iar {e1,ea,...,en} este baza canonicd din R™.
Observam ca f(x) = (zay,...,xzam) = (fi(z),..., fm(x)), Vo € R unde f; : R — R sunt
aplicatit liniare.
J. E=R" F=R"™
Fie {e1,...,en}, respectiv {e, ..., e} bazele canonice din R™, respectiv R™. Dacd f : R" — R™
este aplicatie liniard intre spatiile R™ si R™, atunci Vo € R" © = (x1,...,2,) avem

F@)=F{D we; | =D wifle;).
j=1 j=1

Cum f(ej) S Rm, f(ej) = Z:;l aijeg, deci

flz) = Y w (Z%‘d)zz > aizs | ¢ =
=1 '

i=1 i=1 \j=1

n n n
= E a15%4, E 25Ty« E QT 5

= (f1($),f2(56), s 7fm(x))>

unde f; : R" = R, fi(x) = (bi,x), b; = (a;1,ai2,...,amn), i = 1,m sunt

R" R™
aplicatii liniare.
Matricea A = (a;j), i = 1,m este matricea asociatd aplicafies
fi pr; liniare f in bazele canonice din R™ gi R™.
R

Observatia 3.8.1 1. Dacd f :R™ — R™ si g : R™ — RP sunt aplicatii liniare ce au matricele
A, respectiv B relative la bazele canonice ale spatitlor respective, atunci operatorul go f :
R™ — RP are matricea BA.
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2. f:R™ = R™ este aplicatie liniard < cele m componente f; : R™ — R sunt aplicatii liniare.

Definitia 3.8.2 Aplicatia liniard f : E — F este mdarginitd daca 3 m > 0 astfel incat || f(x)| <
m|z||, Vz € E.

Observatia 3.8.2 In definitia 3.8.2 || f(z)| reprezintd norma in spatiul F, iar ||z|| reprezintd
norma in spatiul E.

Teorema 3.8.1 Fie f: E — F o aplicatie liniard. Sunt echivalente urmdtoarele afirmatii:
1. Aplicatie f este continud pe E.
2. Aplicatia f este continud in Op.
3. Aplicatia [ este mdrginitd.

DEMONSTRATIE: 1 = 2 evident;

2= 1. Fiexg € E si x, — z9. Atunci z,, — zg — Op si, conform ipotezei, f(z, — x9) —
f(0g) =0p, de unde f(z,)— f(xg) — Op. Deci f(x,) — f(x0), adica f este continud in punctul
xo. Cum x¢ € E a fost ales arbitrar, rezultd cd aplicatia liniard f este continué pe E.

2 = 3. Presupunem f continud in Og, deci V ¢ > 0, 3 d(g) > 0 astfel incat V =z € E cu
llz|l < d(e) avem || f(z)] < e. Alegem € = 1; atunci

361 >0 astfel incat dacd ||z|| < d1,x € E avem | f(z)] < 1. (3.7)

51 < 01 si, conform

Fie y € £,y # 0p = [ly| > 0. Notam g1 = gy [l =
(3.7), va rezulta || f(y1)|| < 1. Dar

17wl :'V<5W)H:Hfﬁf@w:

20l ||~ 2T
W <1= 15 < =yl
1

2H |

Dacia y = O, atunci f(0g) = OF si ||0g| = 0. Agadar, aplicatia liniard f este marginita.

3 = 2. Fie , — Op g presupunem ci f este marginitd, deci 3 m > 0 astfel incat
Vo € E avem [[f(x)]| < m|z|. Atunci 0 < || f(zn)|| < mllzy| sl trecand la limita avem
If(zn)|| = 0= f(xn) — 0p = f(Op), adicd f este continua in 0.

Fie E gi F spatii vectorial normate. Notam Lo(E,F) = {f € L(E,F)| f este continui pe
E} spatiul aplicatiilor liniare gi continue de la E la F.

Teorema 3.8.2 Lo (E, F) este spatiu vectorial normat.
DEMONSTRATIE: Se verificd usor ¢ Lo(E, F') este un spatiu vectorial.
Fie f € Lo(E, F), adicd f este o aplicatie liniara gi continua intre spatiile vectoriale normate

F si F si notam
my = sup {|[f(@)[ [ [|z[| = 1} = [|f]h

e L@ L
= s {148 o 2 0} = 171

mg = sup {|[f(z) | [l«]| <1} = [|fll3
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5@ ] =1} = {” ‘( H”‘ [zl = } c {”ﬁjf’ |z # oE},
astfel
my < my (3.8)
Fie x # 0p, Tz = ﬁ Cum ||Z|| = 1 rezulta
[f(@)] <ma (3.9)
Dl @)
17 Hf (i) H } fal ‘ [ (3.10)

Din (3.9) si (3.10) obtinem ’]|C|(37H)” < mq, x # O de unde m; > mgy care impreuna cu (3.8) ne

da m1 = mao.
Demonstram cd mi; < mg < mo.

{Ir @I Hll =13 Sl @) I 2l <1} = ma < ms.

Daca 0 < ||| < 1, atunci || f(z)] < ”Jﬂgﬁ’)” < ma, agadar, ms = sup{||f(@)|| | |lz]] < 1} <
mgy.

Daca ||z|| =0= 2 =0g = || f(0)| = 0 < mq si astfel am ardtat cd m; < ms3 < mg gi, cum
m1 = mg, obtinem m; = mo = mas.

Aratam cd f — ||f]| = m1 = ma = mg3 este norm4.
LAfII=0, JIfll=0= f(x) = O0p. Avem

Ifll = sup”J‘](Uj’)H:Q VZL'#OE:>HJ’0‘<H)‘<O Va#0p=

= |[[f(@)[|=0, Yz #0p= f(z)=0r, Yaz#0p.
Cum f(0g) = O, rezulta f(x) =0p, Vz € E.

2. I+ gll < 171+ 1lgll (3.11)

(3.11) & sup{[|f(@) + g(@)l|| all = 1} < sup{Ilf @) + llg@)l | ]l = 1} "2 m
Avem || f(z) + g(@)]| < [F(@)] + 9] i

t t
m" "= sup{[|f(@)|| [« =1}, m" = sup{|lg(x)| | |l=]| = 1},
si aratdm ca m =m' +m”.
If@I <m’, lg@)ll <m”,  [f@)+lg@) <m' +m".Vae k|| =1
Cum m este cel mai mic majorant pentru || f(z)| + |lg(z)]], ||z]| = 1, rezulta m < m/ +m”.

Fie€>07m/+m/,—€:m/—%+m//_§;

9 . 9
If @)l >m' =5 s lg@)l >m" =5, Vaek, |lz] =1,

deci m’ +m” = m. Prin urmare, ||f + g/l < ||f]l + llg]l-

3. lafl = sup{llaf@)||ll2ll = 1} = sup{lal | f@)]| | ]l = 1} =
lafsup{[| f @)l el = 13 = || f]l, ¥ a € K.
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Observatia 3.8.3 In general Lo(E,F) C L(E,F), dar se verificd usor cd dacd E si F sunt
spatii vectoriale normate finit dimensionale avem egalitate, adici Lo(E,F) = L(E, F).

Teorema 3.8.3 Dacd F este spafiu Banach, atunci Lo(E, F) este un spafiu Banach.

DEMONSTRATIE: Fie (f,) un sir fundamental de aplicatii liniare i continue. Atunci Ve > 0,
dn(e) € Nastfel incat Vn >n(e) siVp > 1, p e N || foyp — frlls <&

[frtp = fulls = sup{l[ fusp(2) = fu(x) [ <] <1}

[ frap(@) = fu(@)|| < [ frrp = fullsllzll <ellzll <e,

adica girul (f,) fundamental in Y gi, cum spatiul Y este complet, sirul (f,,) este convergent. Fie
f(z) =limy, o fn(x). Pentru orice z,y € E i V «, § € K avem:

f(Oél' + By) = nh—{go fn(OéfL' + ﬁy) = nh_{go[afn(l') + ﬁfn(y)} =
= af(x)+06f(y) = feL(EF)
Ardtam ca f este marginita. [irul (f,) fiind fundamental, el este marginit, adicd 3 M > 0 astfel
incat V n € N [|fu]| < M. Din [[f(2)]| = [[/fn(@)] < [[f(x) = fu(2)]| obtinem limp, oo [[fn(2)] =

| f(z)]|. Atunci
1£@)] = i [ fo@)] < T [1fullsllol] < M| < M,

adica aplicatia liniard f este marginita si conform teoremei 3.8.1 ea este continui pe X. Agadar,
fe Ec(E, F)
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Capitolul 4

Diferentiabilitate

4.1 Functii diferentiabile
Fie f: A — F o functie definita pe deschisul A C E, unde £ = R", ' = R™.

Definitia 4.1.1 Spunem cd funclia f este diferentiabild in punctul xo € A dacd existd o aplicafie
liniara l € L(E, F) astfel itncat

z—o |z — o]

Functia f este diferentiabild pe multimea A dacd este diferentiabild in orice punct xg € A.

Observatia 4.1.1 1. Dacd notdm © — xo = h, atunci functia f este diferentiabild in punctul
xo € A daca 31 € L(E,F) astfel incat

f(xzo+ h) — f(z0) = U(h)

li =0p.
h0 17l !
2. Dacd notam
f(l’>—f(l’0)—l($—$0) :O[(l‘),

[E |
atunci functia f este diferentiabild in punctul o € A daca f(x) = f(xo)+1(z—xz0)+ ||z —x0||t(z),
lim a(z) = 0p.

T—x0

Teorema 4.1.1 Dacd o functie f: A — F, A= & C FE este diferentiabild intr-un punct zg € A,
atunci aplicatia liniara l € L(E, F) din definitia 4.1.1 este unic determinatd.

DEMONSTRATIE: Presupunem ci exista ly,lo € L(E, F) cu

i @0+ h) — flao) —li(h)
h—0p 7]l

=0p, i=12.

Definim functiile g; : £ — F,i =1,2

g1(h) :{ F(ao+h) = f(ao) = h(h), daca xo+h e A

_ll(h)a daca «T0+h¢A , respectiv

(h) = f(xzo+h) — f(xg) —l2(h), daca xzo+heA
92 B —la(h), dacd xp+hg A’

g1(h) — ga(h) = la(h) — Ly (h) "2 U(h), 1€ L(E,F).

63
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e () (h) — g2 (1) In)
9i . g1 — 92 .
=0p = lim =2 = lim ——% =0p.
noop B0 T nm0s A n=op [0
I(h) o < v
Din hll%l = = Op rezultd ca V ¢ > 0, 3 () > 0 astfel incat dacd ||h|| < d(e) sd& avem
—UE

||l||(h|)!” < e, adica [[I(h)]| < €| h]].

Daci ||h]| = 0 < h = 05 = (k) = OF, deci |[I(h)]| < e||Al].

Fie h1 % Op §i hy = IIi(i . 61 < 8(e);
L(h
Ihal| = 61 — 51 < 8(e) = i) < ellhal] = | ‘(hjﬁ” <e
Dar
li(ha)| ”( >H nmmwmw ()|
lhall ~ S Ml o f
’ gl

Deoarece ||| = SUP{‘H(hﬁH | h #0p } <e=Ve>0 [l <e, de unde rezulta ||| = 0 =

I(h) = 0p, ¥V h € E adica l1(h) = lo(h),V h € E.

Definitia 4.1.2 Dacd functia f : A — F, definitd pe deschisul A C E, este diferentiabild intr-un
punct xg € A, atunci aplicatia | € L(E, F) din definitia 4.1.1 se numeste diferentiala lui f in
punctul xo si se noteazd | = df (xo).
Cu aceasta notatie relatia (4.1) devine
f(x) = f(@o) — df (o) (z — x0)

lim = 0p.
2—0 | — ol

Observatia 4.1.2 Daca f : E — F este o aplicatie liniard, adica f € L(E,F), atunci f este
diferentiabild in orice punct vo € E si df (x9) = f. Intr-adevar, avem
f(x) = f(zo) = fl@ —m0) OF

lim = lim —— =0p
z—0 |2 — o] e |

Teorema 4.1.2 Orice funcfie f : A - R, A=A CR, este diferentiabild intr-un punct rg € A
dacd st numai dacd f este derivabild in xg.

DEMONSTRATIE: f este diferentiabila in g € A < I € L(R,R) astfel incat
L T@) ~ (o) Iz o)
z—o |x — 20|
Cum [ € LR,R) = I(z) = az, V x € R, unde a = [(1) € R. Deci f este diferentiabild in
ro < Ja € R astfel incat

lim f(z) = f(xo) — a(x — x0)

=0.

f(z) = f(x0) — alz — o)

=0<¢& lim =0&
z—x0 |z — x| z—x0 |z — x|
lim f(x) = f(zo) — alz — z0) 0 lim f(@) = f(=o) — 0w
T—x0 T — Xo T—T0 T — X0
lim fl@) = f(wo) =a& fl(xog) =a €R < f  este derivabild in .

T—w T — xg
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In plus, avem df (z) : R — R,
df (zo)(h) = f'(zo)h (4.2)

Observatia 4.1.3 1g : R = R 1g(z) =z, V 2 € R este diferentiabild in orice punct xo € R i
dlg(zo)(h) = h = 1h = 1g(h); astfel (4.2) devine

df(l‘o)(h) = f/(fr'o)h = f’(l‘g)le(I‘o)(h), VheR= df(xo) == f’(l‘o)le(.To) =
= f(zo)dlg.

Notand dlg = dz, obtinem df (xo) = f'(xo)dx deci f'(zo) = dfc(lio).

Teorema 4.1.3 Fie f : A — R™ o functie definitd pe un deschis A C R", zy € A si f =
(fis fay- -y fm), unde f; : A — R, Vi =1,m. Functia f este diferentiabila in punctul xo dacd i
numai dacd funciiile fi, i = 1, m sunt diferentiabile in xo $i, in plus, avem

df (xo) = (df1(z0), df2(x0), - ., dfm(z0)).

DEMONSTRATIE: f diferentiabila in zo <& 31 € L(R™,R™) astfel incat f(z) = f(zo) +
l(x —xo) + ||l — xo|a(z), limg_,zy a(x) = Ogm. Deoarece f = (f1,..., fm), | = (l1,l2,...,lm),
li € LR"R), a = (a1,02,...,0m), & : A— R, lim «;(z) =0, i=1,m, avem

T—T0

(fi(@), fo(z), ..o, fm(2)) = (fi(zo), fa(z0), .- - fm(z0)) +
+ (Ii(x — o), la(x — x0), . ., I (x — m0)) +
+ ||z — zol| (1 (), ag(x), . .. am(x)) &

fix) = fi(zo) + li(x — z0) + ||z — x0l|as (), lim o;(x)=0 , Vi=1m.

Tr—XT0

& fi sunt diferentiabile in zo, Vi = 1,m si df (zo) = (df1(x0), df2(x0), ..., dfm(x0)).
Asadar, este suficient in continuare s studiem diverse proprietiti ale functiilor diferentiabile
in cazul m = 1.

4.2 Derivate partiale

Definitia 4.2.1 Fie f: A — R o functie definitd pe deschisul A C R" gi a = (a1,a2,...,ay) €
A. Spunem cd functia f este derivabild partial in raport cu variabila x; n punctul a, dacd existd
st este finitd limita:

lim f(al,ag, ey Q1,4 Qg4 - - - ,an) — f(al,ag,. . .,an)

Ti—aq Ty — Qg

(4.3)

Limita (4.3) se numeste derivata partiala a functiei f in raport cu variabila x; in punctul a

si se noteazd f, (a) sau %(a). Avem

8f (a) _ lim f(al,cm,...,ai_l,xi,aiﬂ,...,an)—f(al,...,an) _

8.%,‘ T;—a; T — ;
_ 1 f(a]_,(lg,...,ai_:hai+h7ai+1,...,an)_f((l]_,CLQ,...,an)
s h ’

unde h = x; — a;.
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P : R o o ... Of
unctia f este derivabild partial in raport cu variabila x; pe A daci existd %(a) pentru
(2
orice a € A. Functia f este derivabila partial pe A dacd pentru orice a € A si pentru orice
i = 1,n exista g—f(a).
T
Pentru cazul n = 2, respectiv n = 3 vom folosi notatiile (x1,z2) = (z,y), (a1,a2) = (zo,Yyo)
respectiv (21,22, 23) = (2,9, 2), (a1, a2, a3) = (20, Yo, 20).
Pentru n = 2 functia f: A - R, A = A C R este derivabild partial in raport cu x, respectiv
cu y in punctul (zo,yo) daci existd limita

af T f(.T, yO) - f(l'(), yO) BT f(xo —+ h7 yo) — f(xo’ yo)

%(xm Yo) = zlggo prp—— — }Lli% ; 7
respectiv

ﬁ(ﬂﬁo,yo) = lim f(@o,y) = f(@0, 50) — lim f(xo,y0 + 1) — f(@0,%0) '

Jy Yy—Yo Y — Yo h—0 h

Exemplu 4.2.1 1. f:R? =R f(z,y) = 2%y*> +y, (z0,y0) = (1,1);

e M= T T T T ey =3
of Ly - fLy L iy —2 B
A i B R pa i L A
of a2 Of 0.3

f%(x,y) = 3z7y7, *ay(fv,y) =227y + 1.

2. fRn HRf(ZE) :111)‘1‘55]2)‘1'4‘1‘%7]92 17 T = ($17x2a'--7$n)7 ax(m) :pxz 9
(2
Vi=1,n.

Definitia 4.2.2 Fie f: A — R™ o functie definitd pe deschisul A CR™, f = (f1, f2y---, fm) §i

a € A. Daci existd toate derivatele partiale %(a), unde k = 1,m, i = 1, n, atunci matricea
7

@) = ()

se numegte matricea jacobiand a funciiei f in punctul a, sau derivata Fréchet a lui f in punctul
a.

k=1,m, i=1n

Observatia 4.2.1

gr@ gh@ .. gh
g gl@ .. §Rw
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Dacd m = n determinant functional jacobiandeterminantul matricei Jp(a) se numeste
jacobionul sau determinantul functional al functislor fi, fo,..., fn in raport cu wvariabilele
T1,T2,...,Ty in punctul a si se noteazd
D(fy1, fa,...,
det Jy(a) = (1, f2 In) (a).

D(z1,x2,...,2p)
Definitia 4.2.3 Fie f : A — R o funclie definitd pe deschisul A C R™ pentru care existd

derivatele partiale %(a), Vi =1,n intr-un punct a € A. Vectorul
1

grad f(a) = (;{1(@), L@, ;fnm) — Vf(a)

se numegte gradientul functiei f in punctul a (V este operatorul lui Hamilton).
Exemplu 4.2.2 1. f:(0,00) x R — R? f(r,t) = (rcost,rsint)

cost —rsint
sint rcost

Jf(r,t)—< ) i det Jyp(rt) =r.

2. f:(0,00) x RxR —R3 f(r,0,p) = (rcos psinf, rsin¢sin, r cos )

sinfcosp rcosfcosp —rsinfsing
Jp(r,0,p) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosep
cosf —rsinf 0

sidet Jp(r,0,p) = r2sin 6.
3. Gradientul functiei f :R3 —{(0,0,0)} = R f(x,y,2) = /22 + y2 + 22 este
vi+ yj + 2k
grad f(z,y,2) = %
Ve +y -+ z

Teorema 4.2.1 Dacd f : A — R este o functie definita pe deschisul A C R"™, diferen{iabild in

punctul a € A, atunci f este continud st existd derivatele partiale in punctul a, %(a), Vi=1,n.
3

DEMONSTRATIE: Deoarece functia f este diferentiabild in punctul a € A avem

f(z) = fla) + df(a)(z — a) + |z —ala(z) , lim a(z) = 0. (4.4)

r—a

Trecénd la limita in relatia (4.4) obtinem

lim f(z) = lim (f(a) + df (a)(z — a) + ||z — ala(z)) = f(a),

r—a Tr—a

deci f este continud in punctul z = a.
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Aratam pentru usurinta scrierii in cazul n = 2 (deoarece
demonstratia pe cazul general se face in mod analog).

f este diferentiabild in punctul (zg,y0) < 3 a,b € R astfel
incat

f(z,y) — f(zo,y0) — alz — x0) — b(y — yo)

lim =0
(z,y)—(z0,y0) \/(x —20)% 4+ (y — y0)?
Agadar, da,b € R astfel incit
i 1@ %0) = f(@o,y0) — alz —20) _ ’ Figura 4.1:
T—T0 |z — x|
respectiv
i 4 (20:9) = f(@0,50) —bly —40) _ ’
Y=o ly — vol
adica 5
3 fim f(@,90) — f(zo,90) Ca— —f(:co,yo) i
T—T0 T — X0 813
3 lim f(zo,y) — f(xo,50) _ b— Qf(xo,yo)_
Y=o Y— 1Yo dy

Formula de calcul a diferentialei

Fie f:A—-R A= A C R" o functie diferentiabild in punctul @ € A si pr; : R?> — R
pri(x,y) = x, pra(z,y) = y proiectiile liniare, pr; € L(R? R).

dpri(zo, yo)(z,y) = 1z + 0 =z = pri(z,y)

dpra(zo,yo)(z,y) = 0+ 1y =y = pra(z,y)

d f (o, y0)(z,y) = fr(x0, yo)dpri(zo, yo)(x,y) + fi(z0, yo)d pra(zo, yo)(x, y)

d f(z0,v0) = fz(x0,y0)dpri(zo, yo) + £, (w0, yo)d pra(xo, yo) =

d f(zo,y0) = fi(zo,yo)dpri + f{,(xo,yo)dprg. Notidm dpri = dzx si dpro = dy. Cu aceste
notatii avem df (2o, y0) = f2 (20, yo)dz + f, (0, yo)dy.

In cazul general

df(a) = [y (a)dz1 + fr,(a)dzy + -+ f, (a)dz, sau

df(a) = Oazgl(a)dxl + aii(a)dxg +-+ (fai(a)dxn

unde d pr; = dx;, Vi = 1,n; (4.5) reprezinta formula de calcul a diferentialei.

Exemplu 4.2.3 1. f 1 R® - R f(z.y) = a4y, (vop0) = (1L1), gL, 10 =3, 5L, =3,
df(1,1) = 3dx + 3dy = 3(dz + dy), iar intr-un punct curent (x,y) avem df (x,y) = 3xy*dz +
(223y + 1)dy.

0 d o)
df (z,y, z) = yzdx + xrzdy + xydz.
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3. Functia f:R?> - R

Q?g%?” daci (x,y) # (0,0)
fz,y) =
0, daca (z,y) = (0,0)

nu este diferenfiabild in origine, dest are derivate partiale in origine.

of f(z,0) — f(0,0) 0-0

o M= T Ty O
01 (0,0) = tim 1OV =SO0) _ 020 _
ay y—0 yfo y—0 vy

Dacd f ar fi diferentiabild in origine, atunci ar exista limita

fla.y) = £0,0) = 5L 0.0z - G 0.0y

lim :07

(2,y)—(0,0) Va2 +y?

dar limita

lim

lim =
(2,9)—(0,0) 2 + y?

Ty
/.'I)2 + y2 B ) Y
(z.y)—=(0,0) /22 + 92
nu existd.

Observatia 4.2.2 1. Din ezemplul 4.2.3 se observd cd nu este in general suficient ca o functie
sd admitd derivate par{iale intr-un punct pentru ca sd fie difereniiabild in acel punct.

2. Orice functie elementard este diferenfiabild pe orice mulfime deschisd din domeniul de
definitie. Prin urmare, functiile polinomiale, rationale, exponentiale, etc. sunt functii diferenii-
abile. .

3. Daca f : A — R™ A=A CR" deschis, f = (f1, fo,.-., fm) s1 [ este diferentiabild in
xg € A, atunci matricea diferentialei df (xo) in bazele canonice este Jy(xo). Daca m = n, df (xo)

DU fo::ofm) () 2.

D(.’L’l,m’g, ey m)

este izomorfism <

Teorema 4.2.2 Dacd f : A — R, A = A C R", este o functie, ce admite derivate partiale
continue intr-un punct a € A, atunci f este diferentiabild in a.

DEMONSTRATIE: Pentru simplificare vom considera cazul n = 2, a = (z9, o) € A.

f(x,y) - f(l‘UayO) = f(x,y) - f(l‘(]vy) + f(x(]vy) - f(:L‘OvyO) =
9(x) = g(xo) + h(y) — h(yo) ,

unde g : [xg,z] — R g(z) = f(z,y), iar h: [yo,y] — R h(y) = f(z0,y).

(1) = lim 9(52 - f(t) ~ lim f(z, y; - {(t,y) )
h'(u) = lim hiy) = h(u) = lim f(@o,y) = flwo, v) = fy(wo,u).

y—u Yy —u y—u y—u
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Functiile g si h sunt functii Rolle pe intervalele [xg,x] respectiv [yo,y]. Aplicim teorema
cregterilor finite acestor functii. Existd £ € (xg,x) si n € (yo,y) astfel incat:

f(y) = f(zo,0) = ¢'(&) (@ — x0) + W' (n)(y — yo) = fu(&y)(x — 20) + f, (z0,m) (¥ — W0)-

i f(a,y) = [0, yo) — falwo, yo) (@ — x0) — [ (x0, 40)(y — yo) _

(z,y)—(20,y0) V(e —z0)2+ (y — )2
1

= oo Vw1 ot eV 0 flom w0~

— fu(@o, yo) (& — x0) — fy(x0,90)(y — vo)] =
L pe 6w — Li(we.y0))(x — o) N (fy(x0,m) — f(z0,90)) (¥ — ¥o)
(@) =(owo)  /(x —20)2 + (Y — %0)? Vi =202+ —-w)?

0 < (f2(&y) — fa(z0,%0))(x — ) N (fy(x0,m) — f(z0,90)) (¥ — Yo) <
V(z—20)? + (y — yo)? V(z—20)? + (y — yo)?

/ o |z — x|
|f:r(£ay) fw(xojyo)‘\/(J;—{IJ())Q—F(?J_Z/O)
ly — Yol

207 (=) < |f2(&,y) — ful@o, yo)| + [ f (o, m) — (0, 90)],

IN

=+ | fy(z0,m) — fy (20, 30)]

deoarece
|z — o 1y — ol

N TRy N ey ey

Cand (z,y) — (zo,y0) atunci (&,m) — (o, yo). Cum derivatele partiale sunt functii continue
in ($07 90)7

lim  fi(&,y) = fo(zo,y0) , respectiv  lim f,(x0,m) = f,(x0,0)-
(£.y)—(0,y0) n—Yo

Obtinem

i f(x,y) — f(z0,90) — fz(x0,y0)(x — 20) — fy(T0,%0) (Y — Yo)
1m
(z,y)—(20,y0) \/(x —20)2 + (y — y0)?

=0,

adica functia f este derivabild in punctul (zo,yo).

Corolarul 4.2.1 Orice funcfie f : A — R definitd pe un deschis A C R", ce admite derivate
partiale continue pe A, este diferentiabild pe A.

Observatia 4.2.3 Notam C°(A) multimea functiilor continue definite pe
deschisul A C R™ si cu CY(A) multimea functiilor continue cu derivate partiale continue pe
deschisul A C R"™. .

Cu aceste notatii corolarul 4.2.1 se enunid astfel: orice functie f : A - R, A=A C R",
f € CY(A) este diferentiabild pe A.
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4.3 Derivata dupa o directie

Fie o functie f : A — R definitd pe un deschis A C R", v € R" un versor (||v]] = 1) si
xg € A. Daca f este diferentiabild in punctul zg, atunci ne vom apropia de xg prin puncte de
forma x = z¢ + tv, unde t € R. Deoarece A este un deschis, existd S(zp,r) C A astfel incat
Vit e (=rr) o+ tv € A Intr-adevar, d(zg + tv, 20) = |lzo + tv — x| = |[tv|| = |t|||v]| = |t| < 7,
de unde zo + tv € S(zg,7) C A.

Atunci J
i &) = f(xo) = df(zo)(z —20) _
220 . |z — o Iy
= lim flwo +tv) — f(’f’o) — tdf(zo)(v) _ (4.6)
& lim fao +tv) = J(zo) _ df (zo)(v)
t—0 t
Definitia 4.3.1 Daci f : A — R este o functie definitd pe deschisul A C S(xo, 1)
t —
R™ x9 € A gi v € R™ un versor, atunci limita }irré flwo +tv) f(:ro)7 ce

t
reprezintd viteza de variatie a functieir f in punctul xo dupd versorul v, se
numeste deriwata funciier f in punctul zo dupd versorul v si se noteazd

T (o).

Figura 4.2:
Dacéa notam = = xg + tv avem
ﬁ(xo) i J o t0) = flzo) _ . f(2) = flzo) _ o fl&) — flao)
dv t—0 t t—0 t T—T0 t
df o Slwo—t) = f(wo) . flwo+uww) — f(wo) _ df
() (&0) = lim t vy —u =~ g0

Teorema 4.3.1 Dacd f : A - R, A = A C R", este o functie diferentiabild intr-un punct

xo € A, atunci pentru orice versor v = (v1,v,...,0,) € R" avem
df . of of of _
%(Q}'O) = vla—xl(l’o)—l—vga—m(xo)+“'+Un87xn(x0) =

= (v, Vf(z0)) = [V f(x0)] cos(V f(x0),v)

DEMONSTRATIE: Din (4.6) avem

%(330) = df(xo)(v) = df (zo)(v1,v2,...,0) =
= aaqi(wo)vl + 552(370)1)2 +eee ;J‘i(mo)vn =

= (v, Vf(20)) = [V f(@o)lll|v]l cos(V f (o), v) =
= [V (zo)ll cos(V f(20), v).

Observatia 4.3.1 Dacd ludm versorii v care fac cu gradientul un unghi mai mic, respectiv masi
af

mare decdt 90°, atunci acestia sunt vectorii de crestere, respectiv de descrestere. %(xo) este
mazim cand V f(xg) = v, adicd cos(V f(xg),v) are valoarea mazima 1.
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Exemplu 4.3.1 Sa se calculeze derivata functiei f : R — R f(z,y, 2) = vy+yz+zx in punctul
A(2,1,3) dupa directia AB, unde B(5,5,15).
Versorul directiei AB este v = (%, %, %) . Avem

fo(ry,2) =y+2 [f.(2,1,3)=4
@y, 2) =x 42, f,(2,1,3) =5
f;(xvyaz):x+ya f;(25173):3

Dupa formula (4.7) obtinem %(27 1,3) = 4% + 5% + 3% =7

‘O:
wico

4.4 Proprietati ale functiilor diferentiabile si ale derivatelor
partiale
Teorema 4.4.1 Dacd f,g: A — R, A= K C R” sunt doud functit diferentiabile tntr-un punct

xo € A, atunci [+ g, \f, unde X € R, fg si f/g (dacd g(xo) # 0) sunt diferentiabile in xq si
avem:

8(2;9)(%) = 6851 (z0) + 38;]@ (z0), 82);) (zo) = )\gi (x0) ,
aéﬁf) (z0) = g‘j (z0)g(0) + f (o) ggi (20).
0 <§> (20) = %(mo)g(xo) - %(wo)f(ﬂfo)

oz; 0 [9(0)]2 5

V(f +g)(xo) = Vf(zo) + Vg(zo), V(Af)(z0) =AVf(20),
V(fg)(wo) = Vf(x0)g(wo) + Vg(zo)f (o),

I\ oy = VI (@o)g(@o) — V(o) f(20)
v (9) (z0) [g(x0)]? '

Daca v € R" este versor, atuncst

D ay) = o)+ ), 25 o) = ).
dg;w (zo) = %{)(950)9(530) + %(QUO)JC(:UO) ’
d<£>($0) = %(fﬁo)g(m) - %(:UO)f(‘m)

do [g(wo)]? ’

d(f + g)(wo) = df (x0) + dg(x0), d(Af)(z0) = Adf (20)
d(fg)(zo) = df (x0)g(z0) + dg(z0) f(x0),
d (f) _ df(xo)g(x0) — f(xo)dg(xo) ‘

g [9(x0)]?
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DEMONSTRATIE: Cum pentru derivatele partiale %, functiile f4+g, Af, fg, f/g sunt consid-
1
erate functii de o variabila reald z;, restul variabilelor fiind constante, folosim regulile cunoscute

din liceu pentru functiile de o variabild. Pentru derivata dupa o directie respectiv diferentiala
folosim regulile de calcul (4.5) si (4.7).

4.5 Diferentiabilitatea functiilor compuse

Teorema 4.5.1 Fie f: A — B, g: B — RP doud functii definite
pe deschigi A CR™ B CR™. Dacd functia f este diferentiabild in
a € B, iar functia g este diferentiabild in b = f(a), atunci functia
h este diferentiabild in a si dh(a) = dg(b) odf(a), unde h : A — RP h=gof g
h=gof.

DEMONSTRATIE: f diferentiabilaina = 37T = df(a) € L(R",R™)
_ —T(x — : .
astfel incat lim f(@) j’f(;o_ 2 (z—a) = Ogm, x € A. Figura 4.3:
g diferentiabild in b = f(a) = I U = dg(b) € L(R™,RP) astfel incat
i 9W) —9(6) Uy —b)
y—b ly — ol
Notam

Rp

=Ope, y € B.

flz) = fla) =T(x—a)

[ = all

= () ,

respectiv
9(y) —g(b) —U(y —b)
ly — bll
f(2) = fla) + T(x —a) + |z — allp(x),  lim p(x) = Oz (4.8)

g(y) = g(b) +U(y —b) + [ly — bl[¥(y), ilgz U (y) = Ogo (4.9)

=U(y) siavem:

Inlocuind in (4.9) y = f(x) si b = f(a) rezulta:
9(f(2)) = 9(f(a)) + U(f(x) — f(a)) + [[f(2) — f(a)[[¥(f(2)), deunde
W) = h(a) + U(f(x) = f(a)) + |/ (z) = f(@)[¥(f ().
Din (4.8) avem f(z) — f(a) =T (x — a) + ||z — al|¢(x). Atunci
hz) = hla) +U(T(x - a) + [lz - ale(z) + [T (z - a) +
+ o = allp(@)[[W(f () ,
hz) = hla)+ (UoT)(x—a)+ |z —alU(p(x)) +
+T(x = a) + ||lz — alp(@) [V (f(2)) - (4.10)
Impartind (4.10) cu ||z — a|| obtinem

h(x) — h(a) = (U o T)(z — a)
[o—dl

[T (x = a) + [l = allp(=)[[ ¥ (f(2))
[z —af

= Ule(z)) +
Cand z — a, atunci p(z) — Ogm si U(p(z)) — U(Ogm) = Oge, iar

lim f(z) = f(a) =b= ;Eré\ll(f(x)) = lim ¥(y) = O .

r—a y—b
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De asemenea,

0 < ol = o)+ o —alo(a)] <
< (@ = o)l + o - allle@]) =
= eIt = all + eI <
< armlle =l + @) = m+ (e

[l —
deoarece T € L(R™,R™) gi, prin urmare, conform teoremei 3.8.1, 3 m > 0 astfel incat V x € R”
[T ()] < mll].
Cum lim @(x) = 0, rezultd c& pe o vecindtate V € V, a punctului a, ||¢(z)| este marginita,
r—a

adicd dmq > 0 astfel incat ||o(z)]] < mq, Vo € V. Astfel, am ardtam ci factorul

|7 (z —a) + [« — alle(z)]|
|l = all

este marginit, agadar
lim | —— (T2 — a) + & — alle@I)T(F () + Ulp())| = O

v—a | ||z — al

Atunci
lim h(z) —h(a) — (UoT)(z —a)

7—a [ — all

= ORP 3
adicd functia h este diferentiabild in punctul a s

dh(a) =UoT = dg(b) o df(a) = dg(f(a)) o df (a).
Corolarul 4.5.1 Fie f : A — B, g : B — RP doud functii definite pe R" df () RrR™
deschigii A C R"™, B C R™. Dacd functia f este diferentiabild pe A si g
este diferentiabild pe f(A), atunci h este diferentiabild pe A siV a € A
dh(a) = dg(f(a)) odf(a), unde h: A—RP h=go f.

dh(a) dg(b)

RP
Figura 4.4:

Corolarul 4.5.2 Dacd f : [a,b] — R, unde [a,b] C R", este o functie diferentiabild pe |a,b],
atunci ezistd ¢ € (a,b) astfel incat f(b) — f(a) = df(c)(b—a)

DEMONSTRATIE: Pentrun =1 avem f : [a,b] — R, diferentiabila pe [a, b], deci derivabila pe
[a,b]. Din teorema lui Lagrange a cregterilor finite pe R 3 ¢ € (a,b) astfel incat f(b) — f(a) =
f(e)(b—a). Dar f'(c)(b—a) = df(c)(b—a), deci f(b) — f(a) = df (c)(b— a).

Fien>1, [a,b]={z eR" |z =a+t(b—a), te]0,1]}.



4.5. Diferentiabilitatea functiilor compuse 75

Definim functia g : [0,1] — [a,b], g(t) = a+t(b—a),V t € [0, 1].
Daca a = (a1,a2,...,ayn), b= (b1,b2,...,by) s1 g = (91,92, --,9n), g
atunci g(t) = (a1 + t(b1 — a1),a2 + t(ba — a2), ..., an+ t(by, — ay)), R>[0,1] =
si gi(t) = a; + t(b; — a;), YV i = 1,n. Deoarece functiile g; sunt
derivabile pe [0,1], i = 1,n, deci diferentiabile pe [0,1], rezultd h = fog f
cd functia g este diferentiabila pe [0,1]. Din teorema 4.5.1 avem
ca functia h = fog, h : [0,1] — R este diferentiabila pe [0, 1]

[a,b] C R™

si, aplicand teorema lui Lagrange a cregterilor finite functiei h pe R
intervalul [0, 1], obtinem c& 37 € (0,1) astfel ca _
Figura 4.5:
h(1) — h(0) = K'(T)(1 - 0) = dhT (1 —0), (4.11)

si dh(T) = df (9(7)) o dg(T).

dh(T)(1 - 0) (df (9(T) 0 dg(T))(1 = 0) = df (9(T))(dg(T)(1 - 0)),

dg(T)(1 =0) = (dgi(T)(1=0),...,dgn(T)(1 - 0)) = (g i(T)(l - 0) .

g (T)(1-0)= (b1 —a1,...,byp —ap) =

deci dh(T)(1 = 0) = df (9(T))(b — a),9(T) = ¢ € (a,b), h(1) = (fog)(1) = f(g(1)) = f(b),
h(O)(:b()f 9)(0) = f(g(0)) = f(a). Inlocuind in (4.11) rezulta f(b) — f(a) = df(c)(b — a), unde
c € (a,b).

Corolarul 4.5.3 Inegalitatea lui Lagrange
Daci f : [a,b] — R™, unde [a,b] C R™, este o functie diferentiabild pe [a,b], atunci ezistd

¢ € (a,b) astfel incdt || f(b) — fa)l| < [f' ()]l [|b— all.

DEMONSTRATIE: Fie functia ¢ : [a,b] — R g(z) = >.7°, fi(x)(fi(b) — fi(a)), unde f =
(f1, f2y- -+, fm). Functia g indeplinegte ipotezele corolarului 4.5.2, prin urmare 3 ¢ € (a,b) astfel

~

incat

g(b) — g(a) = ¢'(c)(b— a) (4.12)
Avem
g(b) — gla) =Y _[fi(b) = fi@)* = || £(b) — f(a)|] (4.13)
i=1

J@b—a) = Y fOfib) = fila)b—a) <
i=1
< [f (@ =a)llllf®) - fa)] (4.14)

Din relatiile (4.12), (4.13) si (4.14) obtinem || f(b) — f(a)||> < |lf' ()|l 16— all || £(b) — f(a)||, adica
1£®) = f@I < If' () Ib—all.

Corolarul 4.5.4 Derivarea functiilor compuse

Fie A, B C R intervale deschise f : A — B si g: B — R doud functii. Dacd f este derivabild
in punctul a € A gi g este derivabild in punctul b = f(a), atunci h = go f : A — R este derivabild
in a si h'(a) = g'(f(a))f(a).
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DEMONSTRATIE: Cum f derivabild in a, respectiv g derivabild in b = f(a), rezulta f difer-
entiabild in a, respectiv g diferentiabild in b, iar din teorema 4.5.1 rezulta h diferentiabild (deci

derivabild) in a si dh(a) = dg(f(a)) o df (a).
Dar, cum df(a)(x) = f'(a)x, si dh(a)(z) = h'(a)x, VY x € R, obtinem
dg(f(a)) o df (a)(x) = dg(f(a))(df (a)(z)) = dg(f(a))(f'(a)z) = ¢'(f(a))f'(a)z,
V2 € R, adica h'(a) = ¢'(f(a))f'(a).
Observatia 4.5.1 Fie T € L(R",R™), T : R" - R™ T = (T1,Ts,...,Ty), unde T; : R® — R

T; € L(R",R). Consideram {ey,ea,..., e}, respectiv {f1, fo,..., fm} bazele canonice in spatiile
R™ respectiv R™. Pentru orice v € R", x = (x1,x2,...,2,) avem:

T(z) =T(x161 + w2e2 + -+ + xpey) = 21T (e1) + 22T (e2) + - - - + x,T(en),
T(e;) = (T1(es), To(es), - - . Tm(ei)) = T1(eq) f1 + Toles) fo + - - + Tin(€i) fn-

Atunci
T(;C) = xl(Tl(el), - 7Tm(€1>) + 1‘2(T1(€2>, - ,Tm(€2)) +
+$n(T1(€n), e 7Tm(en)) = ($1T1(€1) + $2T1(€2) + -+

+a,T1(en), x1To(e1) + zoTo(es) + - - +
+xnTa(en), .. x1Tm(er) + xaTm(e2) + - + znTa(en)),

relatie care se scrie sub forma matriciald

Ti(er) Ti(ex) ... Ti(en) 1 Ti(x)
Toler) Ta(ex) ... Tolen) v | _ | Ta(@)
Tm(er) Tmle2) ... Tn(en) T T (z)
Matricea (T;(ej))ij, © = 1,m, j = 1,n se numeste matricea asociatd aplicatier T in bazele
canonice din R™ gi R™ gi se noteazd Mp = (T;(ej))ij, i =1,m, j =1,n.
Daca T € LR",R™) ¢i U € L(R™RP), atunci Myor = R™ T R™
My M.
2. Consideram f : A — R™ o functie definitd pe un deschis
A CR" a € A gipresupunem cd f este diferengiabild in punctul UoT U
a. Matricea asociatd diferentialei functier f in punctul a, in bazele
canonice din R™ gi R™, coincide cu matricea jacobiand o functiei f RP

in punctul a.

df(a) € LER™R™), f=(fi,for- . fm), fi: AR Figura 4.6:
g—gg(a) %(Q)
L@ . Sk

Ofm (g ... ng";(a)
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Fiex € R", = (z1,29,...,2,) siy =df(a)(z) = (y1,%2,- .-, Ym). Avem

W) .. Ui
B () | e - e |(
dfm(;l)(l’) y;n a::n
Ouia) ... Ofm(a)

deci Jf(a) = Mdf(a)'
Corolarul 4.5.5 Fic f: A — B, g: B — RP doud functii definite pe deschigii A CR", B C R™.
Daca functia f este diferentiabild in a € A, iar g este diferentiabila in b = f(a), atunci go f este
diferentiabild in a si

Jyor(@) = Jy(£(@)T5(a) (4.15)

Acest corolar este des uzitat in practicid in calculul diferentialei functiilor compuse.

Cazuri particulare
1. Fie f: A — Bsi g: B — R dous functii definite pe multimile deschise A C R si B C R?,
diferentiabile pe A, respectiv B. f = (u,v), f(z)= (u(x),v(z)), h(z) = g(u(z),v(z)),V x € A.

Avem dh(x) = dg(f(z)) o df(x), Ju(x) (W'(2)), Jo(f(2)) = Jy(u(z),v(z)) =

(58 (uta), o) G tuto),otan) gy = () ) e
Aplicand regula de calcul (4.15) obtinem

U 81}
de unde 5 9
W (@) = 52 (uw), @)l (@) + S (ulz), (@)’ (@)
o ,  Og o dg v
h' = 8u + % (4.16)

2. Fie f: A — B, g: B — R doua functii definite pe deschisii A C R? si B C R?, diferenti-
abile pe A, respectiv B. f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), h(z,y) = (g9 f)(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)),
Y (z,y) € A.
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Avem

sau aplicand (4.15)

Jo(f(2,))

dh(x,y) = dg(f(z,y)) o df (z,y)

Jh(x7y) = Jg(f(ac,y))Jf(w,y)

(Gate. Gotm).

Jg(u(z,y),v(z,y)) =
dg

Astfel relatia matriciald (4.17) devine:

<6h

de unde

sau

%(l"y)

(2,9)) = (§L(u(w.p), v(z.y)

4. Diferentiabilitate

(4.17)

(S tute vt ) ), o))

Giww) Guew )
9V (z,y) %(x,y)

(4.18)

3. Fie f: A — B, g: B — R3 doui functii definite pe deschisii A ¢ R3 si B C R?,

diferentiabile pe A, respectiv B.
f(x>yaz) = (u(xayaz)vv(x7yv Z))a g(u,v) = (gl(u,v),gg(u,v),gg(u,v)),
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hz,y,2) = (g0 ).y, 2) = g(u(z,y,2),v(x,y,2)) == (1 (u(z,y,2),v(z,y, 2)),
g2(u(z,y, 2), v(2,y, 2)), g3(u(x, y, 2),v(2, 9, 2))) =
= (hl(l‘?y’ Z),hg(l‘,y, Z),hg(l‘,y, Z)) v (x,y, Z) € Aa

unde g; : B— R, h; : A — R h; = gi(u,v),Vi=1,3.

(@,0,2) f— (v)

h=gof g

R
Atunci
dh(x,y, z) = dg(f(z,y, 2))df (z,y, 2)
sau, aplicand (4.15), Ju(x,y, 2) = Jo(f(z,y,2))J¢(x, y, 2), adica
Puwy) Gy Ghay?)

B2(@y.2) Gy, P2y | =

Bia@,y2) Y@y Poay,2)
(u(:c,y,z),v(a:,y,z)) T(u(x7y’ z),v(m,y,z))

(u(a:,y,z),v(az,y,z)) v Z y,Z),U(CC,y,Z))

U (U(;U, Y, Z)v U(Iv Y, Z)) 7(11(1‘, Y, Z)’ U(LU, Y, Z))

I
Q ~ ~
qe ¥F o9
1) =

Quwy2) Je@y2) Py,
, de unde
Powy.2) Playz) §iey.2)
oh; _ 9gi Ju
oz (:E,y,Z)— U(U(l‘,y,Z),U(IL‘,y,Z)) x($’yvz)+

9gi
82 (xvyaz) = 8% (U(%% Z)av(xaya Z))@(xay7 Z)+

dgi
+67%(u($3y7 z),v(m,y, Z))@(IL‘, Y, Z)?
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Q
)

Oh; _ %@4_ v

Oxr — OJudx ' OJv dx

Oh; _ 0gi Ou , 0gi v

Ty~ Oudy T Judy (4.19)
oh; _ 09i Qu | 0gi Ov _

0z — 6u02+ v 0z’ i=13

Exemplu 4.5.1 1. Sa se calculeze f' daci f = f(u,v) =u’ gi u=u(z), v =v(x).

Conform regulii de derivare a functiilor compuse (4.16) avem

(u, v)u/(z) + g(u, ) (z) = vu’ " (z) + u¥ Inwd (z).

_9f
- Ou ov

(@)

2. Sa se calculeze fl. si f?; pentru functia f(u,v) = In(u? +v), unde u = ety siv=a%+uy.

Conform regulii de derivare a functiilor compuse (4.18) avem

Vo) = Lo 2wy + LSy =
- u22iv o u21+v UQj—v(ueﬁyz—i_x):uin(u2+x>’
) = o) Z )+ 505 ) = e
- u21+v(4uyez+y2 +1) = 5 —(duy + 1)

3. Se da functia f(u,v) = (uv,u + v,%) si u(z,y,2) = v?zsiny, v(x,y,2) = ycosz + z,

v#0, f=(f1, fo, f3). Sa se calculeze %‘2}, %‘Z’ si %};, i=1.3.

Conform regulii de derivare (4.19) avem:
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ofr _ %%4_ aflg— = uxzsiny + u

Ox — Ou v

O _ 9f20u | 0f0v _ 9z giny 41

Ofs _ 0fsou | 9fs0u _ 2mzsiny _ 4

Oox Ou Or = Ov Oz v v?

%J;l — %%4— %% = va?zcosy 4+ ucosz
%»7;2 — %%4— %g—; = 222 cosy + cos z
%-f; - %%+ %% = %x%cosy— v—uzcosz
% = %% + %% = vaSiny—uysinz
O2 _ 9f20u  0f20v _ g2y — ysin

4.6 Derivate partiale de ordin superior

Fie f : A — R o functie definitd pe multimea deschisd A C R™. Presupunem c& functia f este

derivabild partial pe A, adicd existad aplicatiile g; : A — R g;(z) = g—xf(a:), VeeA i=1n.

Definitia 4.6.1 Fie a = (a1,a2,...,a,) € A. Dacd aplicalia g; : A — R are derivatd partiald in
punctul a in raport cu variabila x;, adicd existd si este finitd limita

lim gi(ar,az,...,a;_1,%j,a511,...,0,) — gi(ar,az, ..., an)
T —a; T; —aj

: (4.20)

atunci spunem cd f este derivabild partial de ordinul al doilea in punctul a in raport cu variabilele
2

x; §i x;. Dacd existd si este finita limita (4.20), atunci aceasta se noteazd cu %(a) sau
10L4

0> f

ox?

ordinul al doilea mixtd, respectiv nemiztd a functiei f in punctul a in raport cu variabilele x; gi

2

xj. Dacd existd %(a) pentru orice i,j = 1,n, atunci f este derivabild partiald de ordinul al

2
doilea in punctul a. Dacd exista %(a) pentru orice a € A gi pentru orice 1,7 = 1,n, atunci

"
ZTiTj

(a) dacd @ # j, respectiv (a) sau f(a) dacd i = j si se numeste derivata partiald de

f este derivabild partial de ordinul al doilea pe A.

Pentru o functie f derivabila partial de ordinul al doilea pe A se obtin urmatoarele functii
definite pe A:

n derivate partiale de ordinul intai g aJ; -: A — R,
(2
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n? — n derivate partiale de ordinul al doilea mixte

i # J,

n derivate partiale de ordinul al doilea nemixte

ag cA—-R 4, j=1,n

2 A—-R, i=1,n.

Derivatele partiale de ordinul p se obtin prin derlvarea partiala a derivatelor partiale de
ordinul p — 1 (in mod inductiv).

Definitia 4.6.2 O functie f : A - R, A = A C R™ se numeste de clasi CP(A) pe multimea
A, f € CP(A), daci este de clasa CP~1(A) si derivatele partiale de ordinul p — 1 sunt functii de
clasi C1(A), adicd dacd functia admite derivate partiale pand la ordinul p pe A si acestea sunt
Junciii continue pe A.

Daci f € CP(A), ¥V p € N, atunci [ este o functie indefinit derivabild pe A si notim f €
C*(A), unde C*(A) = (1,59 CP(A). Avem C*(A) C--- C CP(A) C cri(A)yc...cCclA) c
CY(A). Pentru orice p € NU {oo} multimea (CP(A),+,-), unde ” +7 respectiv ™ - reprezintd
operatiile de adunare, respectiv de inmultire a functiilor reale definite pe A, este un inel comutativ
cu unitate.

Exemplu 4.6.1 1. f:R?> = R f(z,y) = ™% a,b € R. Atunci % = qe®®tby % =
beax—i—by’

an _Q(af) :%(beax—i—by) — abe®®+by

Oxdy — 0
82 8 axr ax
8yafx Oy (85) 8m (ae +by) = abet ™.

Se observd cd f admite derivate partiale de ordinul al doilea pe R? si acestea sunt egale pe R
De asemenea, se constatd ca f € C°(R?).
Se aratd usor prin inducie cd

_o°f
Ox*QyP—«

2. fRZ =R f(x,y) = z|z|ly. Avem

g(%y) _ { 2zly, daci (z,y) € R% 2z #0

— aabp—aea:p—l-by )

oz 0, dacdi =0,y eR ’
) =alal, ¥ (@) e B2
—2y, docd <0 g1 yeR
ﬁ(m ) = 0, dacd (z,y) = (0,0)
922 Y T emista, daci x =0 si yeR*
2y, daca x>0 g yeR
9? 92
ayafx(:v,y) =2[z|, V(z,y) € R? iar 87]20(&1/) =0,V (z,y) € R
22 — 9 y
9. Fie f:RQ SR f(ﬂ? y) — 'ryma daca («T,y) 7é (070)
0, daci (z,y) = (0,0)
of x? — 92 2z(2? + y?) — 22(2% — ?) x? — 9 4a%y3
(@ y) =y 55+ 2 1 .22 =Y o2 2 1 ,2)2
Oz z?+y (2% +y?) a2 +y? (2?4 y?)
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dacd (z,y) # (0,0) gi %(0,0) i, o L@ 0) = 5(0,0) o

of

L2
(z,y) == Y4y

dy 2 + 2 (22 +y?)? 2+y2 (22 +?)
dacii (z,y) # (0,0) si gf(o 0) = lim, o f((),yg — /0.9 _y,
P P
o o HEO-GHOO  ao
83:83/( ,0) 200 T PRV
of af
2 97 (0,4) — 2L (0,0 oy
8f(00) - 77 (0:) — 35 ( ):lim y=0_ _,
8y8x y—0 Y y—0 Y

2 2
deci 2 8fy (0,0) £ a‘zjiaf;(o,()).
Se observd cd nu intotdeauna derivatele partiale mixte de ordinul ol doilea sunt egale. In
continuare vom enunia un criteriu care ne va da condifii suficiente pentru egalitatea derivatelor
parfiale mixzte de ordinul al doilea.

Teorema 4.6.1 Fie g : S(0,7) — R o functie definitd pe un sferoid S(0,r) C R?. Dacd g €
C2(S(0,7)), atunci derivatele mizste de ordinul al doilea in origine sunt egale, adicd
0? 0?
79 0,0y = 27
oxdy 0yox

(0,0).

DEMONSTRATIE:  Consideram expresia E(z,y) = y A
9(x,y) — g(x,0) — g(0,y) + 9(0,0), V (z,y) € S(0,7) si L
notam ¢(z,y) = g(z,y) — g(z,0), V (z,y) € S(0,r), (x,v)
0 € C%(S(0,r)). Atunci E va fi de forma E(z,y) = (V57 k
p(z,y) — ¢(0,y) = h(z) — h(0), unde h(z) = @(z,y), ’ >
V (z,y) € S(0,7), h de doud ori derivabila si h'(¢ ) = Ol (x,0) X
%(t’ y). Aplicand teorema lui Lagrange a cresterilor finite
functiei h pe intervalul [0, z], obtinem ca exista £ € (0, x)
astfel incat Figura 4.7:

Bla.y) = (e = 0) = K62 = S (€)e = | 216 - 510«

Cum g € C?(S(0,7)), rezulta ci g € C1(S(0,7)) si, aplicand in continuare teorema lui Lagrange
a cresterilor finite functiei %(5 ,s) pe intervalul [0, y], obtinem ca exista n € (0,y) astfel incat

2

B = 5 (o€ ) oty =0 =avy 2 (6.0 (421

Acum notim ¥(z,y) = g(z,y) — 9(0,y), V (z,y) € S(0,7), ¥ € C?(S(0,r)). Atunci F va fi
de forma E(z,y) = V(x,y) — ¥(z,0). Repetand rationamentul de mai sus obtinem punctele
€€ (0,z) s 7€ (0,y) astfel incat

B(e,y) = Ge(e,my = [ 926 m) — 92001 y == 2y 2 (E) (4.22)
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Din (4.21) si (4.22) rezulta
0%g 0%g
- (1) =
oxdy 0yox
u € € (0,2) 5in,7 € (0,y). Cand (z,y) — (0,0) si, cum &,€ € (0, fc) 1,7 € (0,y), rezulta
é (€,m), (€,7) — (0,0) si, deoarece g € C%(S(0,7)), trecand la limita (z,y) — (0,0) in relatia
(4.23), obtinem

(&m), (4.23)

0? 0?

79 0,0y = 27

0zxdy Oyox
Teorema 4.6.2 Criteriul lui Schwarz (1843 - 1921)

Daci f : A — R este o functie definiti pe multimea deschisi A C R™, f € C%(A), atunci

derivatele parfiale mizte de ordinul al doilea sunt egale in orice punct din A, adicd
0% f 0% f
_ . Vij=T,n g YacA
8xi6xj “ 8:@8:52 (a) b o @

DEMONSTRATIE: Fie a € A; A C R” fiind o multime deschisa exista S(a,r) C A, r > 0.
Fie i,7 € {1,2,...,n}, i # j si presupunem i < j (analog se trateazd cazul i > j); a =
(a1,a2,...,a,), a = (a1,a2,...,6;+,...,a;+y,...,an), (x,y) € S(0,r).

Definim functia g : S(0,7) — A g(z,y) =a € S(a,r), V (z,y) € S(0,r).

(0,0).

Figura 4.8:
Avem
d(a,a) = [(a1—a)’+--+(ai+z—a)’ +-+(@j+y—a)’+ -+
t(an — an)]V? = Va2 + 42 <, (4.24)

deci functia g este bine definitd. Fie functia h: S(0,7) — R

h(l’,y) = (fog)(z,y) :f(g(l’,y)) :f(C_L) :f(a17a27"'aai+$v"'aaj+y7"'¢an)'

Cum f,g sunt functii de clasia C? pe domeniile lor de definitie, rezultd ca h € C?(S(0,7)).

Aplicand functiei h teorema 4.6.1 obtinem 8881,/ (0,0) = agg (0,0). Notam a; + = = z; si
a; +y = x;. Atunci
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Cand (x,y) — (0,0), @ — a si, cam h € C%(S(0, 7)), rezults

of 9%h 9% o

an 82f 82](' _ 82f

Deoarece 020z (a) = 0z, 0z; (a), iar a € A a fost ales arbitrar, avem 0z:idz; ~ P9t

0x;0x; &= (9:1:0y(

Corolarul 4.6.1 Dacd [ : A - R, A = AcrRre si f € CP(A), p > 2, atunci in calculul
0~ f

0cT Oz .. O nu conteazd ordinea de derivare partiald, unde i1,i2,...,i, € {1,2,...,n} si

a] +ag + - —I—an—oz 2<a<p, o €N, aeN.

Definitia 4.6.3 Fie f : A — R o functie definitd pe multimea deschisd A, f € C%(A), a € A.
Forma patratica d*>f(a) : R* — R

n 82f

d2f(a)(a:1,a:2, ceeyTp) =

se numeste diferentiala de ordinul al doilea a functiei f n punctul a.

Observatia 4.6.1 1. Pentru n = 2 avem

2 2 2

0 0
L e y)da® 1227 <x,y>da:dy+ay§<x,y>dy2;

2 —_
& flz.y) = Ox? 0xdy

2. d(dz) = d(dy) = 0;
3. Daca introducem operatorul de diferentiere

0 0
d= %dzv + (BTydy avem

d d . (0 d .\’
df = (dm+ad>f i df_<8xd:r+aydy> /i

unde exponentul 2 inseamnd cd se dezvoltd formal suma din parantezd dupd requla binomului lus
Newton st apoi se inmulieste formal cu f.

4. Daca f € CP(A), atunci se defineste diferentiala de ordinul p a functiei f in punctula € A
ca fiind

o
dpf(@)($1,$2,-~~,$n):Zam 5 / (@) xiy - - - 24,
i1

xiQ...é?;vZ-p
cu {ir,...,ip} C{1,2,...,n}.

Folosind operatorul de diferentiere avem

0 0 0 P
pF_ - o4 2
af (8331 di+ O0xo dva -+ oxy, dx”) J-

Pentru n =2

0 0 p
P f — e —_—
dP f <8xdm+ é)ydy> f
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Exemplu 4.6.2 1. Sa se calculeze diferentiala de ordinul n a functiei f : R2 — R f(x,y) =
sin(az + by), V (z,y) € R%. Avem

m _ a 8 7 n—i __
d"f = <axdx+aydy) f= Z "o Zanzdxdy =

= ZCZ albn ’sm(aac+by+ )dxdy” i =
i=0

n
. nm .. . . o
= sin <aa: + by + ?) E - Cla'b" et dy" T =
1=

= sin <aa: + by + %) (adx + bdy)".
2. f:R3 =R f(z,y,2) = 2° + 2y — x2°. Sa calculdm diferentiala de ordinul al doilea a

functiei f in punctul (1,1,0). Avem

fi=2e4y—22 fj=a fl=-2z

n=2, flh=0, fh=-2rfl=-2 fL=0 fl=1
f(L1L0) =2, fA(L1L0)=0, fA(11,0)=-2 fL(11,0)=0,
Z’/’Z(l,l,()) =0, a':’y(l,l,O) =1.

Atunci d®f(1,1,0) = 2dx? — 2dz? + dzdy.

Definitia 4.6.4 Fie f: A >R, A= Ac R™, f € C%(A) si a € A. Matricea patratica simetricd

) = (5o @)

J=1n

se numegte hessiana functiei f in punctul a.

4.7 Formula lui Taylor pentru functii de o variabila reala

Fie f : I — R o functie de n ori derivabild in punctul a € I, unde I C R este un interval.
Pentru € I definim polinomul 7,4 : I — R

f'(a)
1!

@-ayt LD ap g @Dy

Toalw) = (@) + >

care se numeste polinomul lui Taylor de gradul n, asociat functiei f gi punctului a.
Pentru z € I definim functia R, : I — R R, (x) = f(z) — Ty o(z), functie numita restul de
ordinul n. Avem f(z) = T}, q(x) + Rp(x), adicd

f'(a) f'(a)
1! 2!

f"(a)

n!

f(z) = f(a) + (x —a)+ (g;_a)2+..._|_

(x —a)" + Ry(x)

gi care se numegte formula lui Taylor de ordin n a functiei f in punctul a.
Ne intereseazi sa vedem in ce misurd restul de ordin n se poate exprima cu ajutorul functiei

f.
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Observatia 4.7.1 1. Polinomul Taylor T, , coincide cu functia f pe I dacd si numai daca f
este o funciie polinomiald de grad cel mult n. Intr-adevar, daca flx) =ap+ a1z + -+ apa”,
atunci f(O) = o, f/(O) = ag, f//<0) = 2az, ..., f(n)(O) = nla, §1

nlay,
n!

a
Tmo(x):a0+a1x+2!2—?x2+---+ = f(z), zeR.

2. Deoarece Ty, q este o functie polinomiald rezultd cd T, o este indefinit derivabild.

f"(a)
1!

£ a)(e — o)
(n—1)!

= Ty a(a) = f"(a),. ..

Ty a(z) = f'(a) + (z—a)+...

FO) @)@ — a2
(n—2)!

= Tpq(a) = f'(a),

T o (x) = f"(a) + -+

Se obtine ca T,(lfca)(a) = f®Ba), VO <k <nsi T,gk(g(x) =0,V k >n+ 1. Deoarece R,(x) =
f(x) — Thalx), rezulta cd restul R, are derivate de ordin k, ¥V 0 < k < n gi Rg{)(a) =0,
VO<Ek<n.

Pentru orice  — a Ry, (x) — 0, adicd in vecindtatea punctului a functia f(x) se poate aprorima
cu polinomul Taylor Ty, o, eroarea in aceastd aprozimare fiind datd de |Ry(x)| = |f(x) — Ty ()]

Teorema 4.7.1 Formula lui Taylor (1685 - 1731) cu restul Peano (1858 - 1932)
Daca f : I — R este o functie de n ori derivabild in punctul a € I, atunci ezistd o functie
a: I — R continud in a cu a(a) = 0 astfel incit ¥V x € 1

f(x) = fla) + fll(‘a)(x —a)+ f’;(!a) (x—a)? +--+ n—(w —a)" + a(z)———.

DEMONSTRATIE: Notam functia g(z) = (z —a)™. Avem g®)(z) =n(n—1)...(n—k+1)(z —
)" F V1<k<nsideig®(a)=0,Y0<k<n—1sg ¢ (a)=nl Aplicim in mod repetat
teorema lui Cauchy functiilor g si R. Exista un punct x, cuprins intre a si = astfel incét:

Rn(z) Ry (21)
g(z)  g'(z1)

Aplicand din nou teorema lui Cauchy, rezultd cd 3 z9 cuprins intre a §i 7 astfel incat

R, (z1) _ Ry(x2)
glx)  g'(x2)

Aplicand de n — 1 ori teorema lui Cauchy rezulta ci existd un punct z,—1 cuprins intre a gi x
astfel incat

R C e A ),
Ry () _ R, (71) o R%n_l)(ffnfl) - Tp_1— G
g(‘r) g/(xl) g(nil) (ajnfl) g("fl) (xnfl) — g(nil) ((I) .
Tpn—1—Qa

Cand  — a §i xp—1 — a, deci

(n)
lim Fn(2) _ I (a) _0_ 0,
w=a g(z)  gW(a) n!
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adica lim,_.q M = 0.
(z —a)

Definim functia « : I — R prin

lim,_q a(z) = n!lim,_, (Ijﬁg?l =0 = afa) = « este continui in a si a(a) = 0.

Daca inlocuim R, in formula lui Taylor obtinem
f'(a) f"(a)

™) (a oz
f(x):f(a)+T(x—a)+T(x—a)2+---+f n'( )(:U—a)"+7i)(x—a)".

Teorema 4.7.2 Formula lui Taylor cu restul lui Schomlich (1823 - 1901) - Roche (1470 - 1530)
Daca functia f : I — R este de n+ 1 ori derwabild pe I, iar a,x € I sunt doud puncte
arbitrare, a # x si p € N, atunci existd un punct & situat intre a $i x astfel incdt:

"(a "(a (n)a
flz) = f(a)~|—f1<!)(x—a)+f2(!)(z—a)2+~-—|-fn!()(az—a)”+
x—a)P(x — &)nrHl

DEMONSTRATIE: Fie a un numar real pentru care are loc egalitatea:

"(a (n)
1@ =@+ 10— a4+ Loy yaw—ap
Definim functia ¢ : I — R
’ (n)
p(t) = f(t) + f1<!t)(m—t)—i—--~—|— f n!(t)(a:—t)”—i—oe(x—t)p, Vtel.

Functia ¢ este derivabila pe I, p(x) = f(z) si p(a) = f(x). Aplicim teorema lui Rolle functiei
¢ pe intervalul [a,x] (sau [z,a]). Existd un punct £ cuprins intre a si  astfel incat ¢'(§) = 0.

" (n+1)
¢0 = ro+ a0 r e o -
" (n)
B fl(!t)(x_t) . (J;_(f;!(x—t)nl —ap(z —t)P~ =
F(@)

= T(x — )" —ap(z — )P,

/ ()
©'(&) = 0

(@ =g

(=& " —ap(z— &P ' =0=a= Fore).

Prin urmare, restul R, are forma:

(0 = (o — "+

nlp

Ry(z) = FrD ().
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Observatia 4.7.2 1. Dacd p = 1 se obfine R,(x) = (= a)r(f —¢) FOEDE) numit restul lui
Cauchy. '

o n+1
Daca p=n+1 se obtine R,(x) = %f("ﬂ)(f) numit restul lui Lagrange.
Daca n =1 din formula lut Taylor cu restul Lagrange, rezultd cd existd & cuprins intre a gt

x astfel incat

T—a
1!

f(z) = f(a) + F1),

adica formula cresterilor finite (Lagrange).

2. Punctul & cuprins intre a si x depinde atldt de a si x cdt si de n si p. Prin urmare, punctele
& din formulele restului sub forma Cauchy, respectiv Lagrange sunt diferite.

3. Cum & este cuprins intre a gi x, rezultd cd existd un numdr 0 < 0 < 1 astfel incdt
E=a+0(x—a)=a+0h, unde h =x — a. Atunci, formula lui Taylor se poate scrie sub forma:

/ (n)
f(z) = fla) + fl(,“)m S nf“)hn + Ry,
unde " 1

n _ n—p
R, =0 pe) FHD(a +0h)  Schlgmlich - Roche

n+1 _ n
R, —= %Jf(nﬂ)(a + 60h) Cauchy

"L (1)

Ry =" f (a + 6h) Lagrange (1736 - 1813)

4. Un caz particular al formulei lui Taylor cu rest Lagrange este formula lui Mac-Laurin
(1698 - 1746).
Daci a =0, atunciVz €I, 3§ =0x cu0 <60 <1 astfel incat

1) . 1) FOO) o, fUV0) i

J) = JO) et et Tt e

Teorema 4.7.3 Dacd f : I — R este o functie de n + 1 derivabild si a € I un punct arbitrar,
atunci pentru orice x € I, existd un punct & cuprins intre a gt x astfel incit

f@) = f@)+ L0 -y + L8 g LD gy

n!
(4.25)

N /m f(”+1) (t) (1‘ - t)ndt

n!
(4.25) se numeste formula lui Taylor cu restul integral de ordin n,n > 0.

DEMONSTRATIE: Prin inductie dupéa n.
x
Pentru n = 0 avem de ardtat ca f(x) = f(a) +/ f'(t)dt ceea ce reprezintd chiar formula
a

Leibniz-Newton.
Presupunem (4.25) adevirata pentru n — 1 ¢i aratam ca se verifica si pentru n, adica

f'(a) F"(a)

1! n!

(@ —t)"
n!

flz) = fla) + (x—a)+-- + (2 —a)" + / ’ F () dt.
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E suficient sd observdm ca are loc urmatoarea egalitate:

/ o — 1 dt —/ FOD( !t)ndt = G (x —a)™.

/f<” __1 dt—/ FO () )dt

- [ @ =" 0 4) — D 0 1) =

Intr-adevir,

T (n) a
— [l =) = ey

Exemplu 4.7.1 1. Functia f : R — R, f(z) = e® este indefinit derivabili si f™(z) = *,
Ve eRgsiVn>0, f(”)(O) =1,V n >0. Formula lui Mac-Laurin asociatd funciiei f ne

da
2 n n+1
=1 ro Dy T T ey 0<h< L
1 2 n!  (n+1)!
Sa evaludm eroarea comisd in aprorimarea
1 1 1

FEroarea comisa este

e? e? 3
(n+1) (n+1) (n+1)
: 3
deci ea este mai micd decdt )
2. Punctia f : (—=1,00) — R f(z) = In(14x) este indefinit derivabild pe (—1,00) si f(™(z) =
(_1)7171(” — 1)' > 1. £(n) —(_1\yn—1(0p _ 1\ ; _
0k ,Vn>1; fM0)=(-1)"""(n—1)!. Atunci ¥V > —1
T .732 .CC?’ 5114 (_1)n—1xn (_1)nxn+1 1
In(1 —Z_Z 4T Ty
alte) =g -ty st T Y T A

unde 0 < 0 < 1.

4.8 Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile

Definitia 4.8.1 Fie A o mulfime deschisd in R™ gi f : A — R o functie de clasa CP(A), p > 2.

Pentru orice punct a € A, a = (a1,...,ay) definim functia
0 0 0
T,(z) = ($1—a1)a{()+(azg—a2)af2()—I— vt (g — )8:15];()

Vo= (r,...,o,) € A
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"Puterea" [T, ()], k = 2, p se obtine prin aplicarea unei formule de tip binomul lui Newton,

of

k
in care se inlocuieste ridicarea la putere cu derivarea de ordinul puterii, adicd (%(aD , va fi
(2

k et
defap,fa f( ), (gg{;( )) (ggj( )) ”aﬁﬁaagi-“@ié(a)’ etc, k+1 < n.

Polinomul

1

Tpalz) = fla) + 4 silTa(@)? + - + M[Ta(ﬂv)]p*l

se numeste polinomul Taylor de grad p — 1 asociat functier f si puntului a € A.

,T()+

Teorema 4.8.1 Formula lui Taylor
Fie f:A—> R, feCP(A),p>2 unde A = Ac R" a € A si S(a,r) C A, r > 0. Atunci
pentru orice x € S(a,r) existd un punct  situat pe segmentul ce uneste punctele a si x asifel
fncat sa avem:
1 1
f(w) = fla) + 3, Talw) +

2!

1 p—
oD g

DEMONSTRATIE: Fie s € R™ un versor si definim functia g : (—r.r) — R, g(t) = f(a + ts).
Functia f fiind de clasd CP(A), rezultd ci g este de p ori derivabild pe (—r,r). Aplicand formula
lui Mac-Laurin cu rest Lagrange functiei g, rezultd cd ¥V ¢t € (—r,7), 3 & cuprins intre 0 si ¢
astfel incat

[Ta(@)]” + -+ [Tg( ) (4.26)

B g’(O) ”(0) 2, 9" 00 9P (),
g(t) = flay + ts1, a2 + tsa, ..., an + tsy) gi dacd notdm a + ts = x avem

= Of of oF

g (t) = o ——(a+1ts)s1 + P 2(a+ts)32+ “+ Dz, (a+ts)sp,
10y = 98 9
9(0) = . (a)s1 + axn( a)Sn. (4.28)
Inmultind (4.28) cu ¢ obtinem
oy = 9F 9f L 9f _of _
tg'(0) = o (a)tsy + Ds (a)tsa + -+ D, (a)tsy 83:1( )1 —a1) +
0 0
L @)+ %{Z(a)(xn i) = ()
PP | 2 0% 2 o*f
g'(t) = 8—36%(&4—155)51—1—@((1—1—%)5 +- +a—2(a+ts) +
(4.29)
0% f 0% f
+ 2 [(%183,’2 (a+ts)sisa+ -+ m(a +15)Sp—15n
Inmultind (4.29) cu t? obtinem
" o*f 0% f o f
t29"(0) = 37%(0)(381 —a1)* + e 2( a)(zz — az)® + - + @( a)(zp — an)” +
0 f
+2 [(‘31’183;2 (a)(x1 —a1)(xa —ag) + -+
62
b (@)~ an ) — )| = L)

0xyp—10T,,
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si aga mai departe t*g (0) = [Ta(w)]k Vi<k<p-1si tpg(p) (&) = [Te(x)]P, unde € = & + ts.
Atunci relatia (4.27) devine

1 1

T (x) +

f@) = fla) + T,

E[Ta(:z:)]2 + =1

Observatia 4.8.1 a) Pentru a =0 € R" se obtine formula lui Mac-Laurin

TPt + ;[Tg@cnp.

(@) = £0) + To(w) + ZIT@P + -+ = M@ + L@
b) Formula lui Taylor pentru n =2 :
faw) = fab)+ | g =a+ 5 -0 fab)+
= [i(x—a)+ aay(y—b)rf(a,b)+.--+@_11)! [;U(x—a)-i-
L o E e R ) )

vV (z,y) € A.

Exemplu 4.8.1 Scriem formula lui Taylor pentru functia f : R — R f(x,y) = e+ in punctul
_ _ P B . _
(1, -1). Functia f € C®(R) si avem ng_k(x,y) = aFpp—Ferstby v p > 1 sV k =1,p,

oP kpp—k a—b
axkaz‘fpk(l, —1) = a"bP e 0.

Atunci exista (£1,&2) situal pe segmentul ce uneste punctele (1, -1) gi (z,y) astfel incdt
Y (z,y) € R? sd se verifice (4.26), adicd

vty et |1+ %[a(w —1)+bly+1)]+ %[a(x — 1) +b(y — 1]+

1 e081+bE2
+ o+ —Jalx—1)+by—1)"| +

nt (g~ D bl D

Aplicatii ale formulei lui Taylor
1. Calculul limitelor de functii

Formula lui Taylor se folosegte la calculul limitelor de functii. Pentru a calcula limita

. In(1 + 2x) — sin 2z + 222
lim 3
z—0 T

folosim formula lui Mac-Laurin pentru functia f(x) = In(1 + 2x) — sin 2z + 222, f(0) = 0.

f(x) = ﬁ—2cosQw+4xz>f’(0) =0,

)= ——2 4 4gin2e +4= f7(0) =0,
(1+22)?
" (x) = —16 5 + 8cos2z = f(0) =24

(1+2x)
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Atunci

4 3
z” + R3() — 4+ lim Ry(x)

= 4.
3 z—0 x3

a’ _f=)
flx) = T R3(z) = lim =5~ = lim,

2. Studiul punctelor de extrem

O conditie necesard ca un punct de derivabilitate al unei functii si fie punct de extrem este
ca derivata functiei in acest punct si fie zero. Aceastd conditie este o conditie necesard dar nu
suficientd. Urmatoarea teorema ne da conditii suficiente pentru ca un punct de derivabilitate al
unei functii sa fie punct de extrem.

Teorema 4.8.2 Fie o functie f: I — R de n ori derivabild intr-un punct a € I astfel incdt

Fl@)=0, f'@)=0,....f" V(@) =0 si f"(a)+#0.

Atunci: 1) Dacdn este par, punctul a este un punct de extrem al lui f i anume: dacd ) (a) >0,
rezultd a punct de minim, iar dacd f(")(a) < 0 avem a punct de mazxim.
o

2) Dacd n este impar gi a €], atunci a nu este punct de extrem al functiei f (doar punct
critic).

DEMONSTRATIE: Scriem formula lui Taylor asociaté functiei f gi punctului a, cu restul Peano:

1) = @)+ E D ooy E ) vaer
unde « este o functie continud in punctul a cu a(a) = 0. Atunci
£@) — f(a) = T 100 ) 4 a(a)

n!
si lim [/ (a) + a(2)] = f*)(a).

Daca f(a) > 0, atunci 3 V € V, astfel incat f(a) + a(x) > 0, iar daca f™(a) < 0,
atunci 3V € V, astfel incat f(a) + a(z) < 0,V 2 € V. Cum n este par avem (z — a)” > 0,

Vzel
Deci, dacd f™ > 0 gi n este par, 3V €V, astfel incat

1)~ @) = C 00 a0 L vaev,
de unde f(z) > f(a), V x € V, agadar, a este punct de minim.
Dacd f(™ < 0sinpar, 3V €V, astfel incat
(z —a)"

f(z) = fla) = T(f(")(a)Jra(ﬂ?)) <0, VzeV,

de unde f(z) < f(a), VY x € V, agadar, a este punct de maxim.
(o]
Dacd a €] gi n impar, atunci (z —a)” < 0, dacd * < a §i (z —a)™ > 0 dacd x > a, adica
(x — a)™ nu pistreazd semn constant in nici o vecinatate a punctului a, deci nici f(x) — f(a) nu
pastreaza semn constant in nici o vecindtate a punctului a.

Exemplu 4.8.2 1. Sa determinam punctele de extrem ale functiei f : R — R f(x) = 2cosx+
22, Avem f'(x) = —2sinz + 2z §i f'(x) = 0 pentru x = 0. Apoi f"(z) = —2cosz + 2,
f"(0) =0, f"(x) = 2sinz, f7(0) =0, fP(z) = 2cosz, fD(0) =2 >0, ceea ce implica
faptul cd x = 0 este un punct de minim al functiei date.

2. Pentru functia f : R — R f(x) = 23 avem f'(z) = 32% si f'(x) = 0 pentru x = 0. Apoi
f"(x) = 6z, f7(0) =0, f"(x) = 6 # 0. Ordinul de derivare fiind impar rezultd cd x = 0
nu este punct de extrem.



94 4. Diferentiabilitate

4.9 Puncte de extrem
Fie ACR"gi f: A— R o functie reala.

Definitia 4.9.1 Un punct a € A se numegte punct de extrem local al functiei f dacd existd
un sferoid S(a,r) astfel incdt diferenta f(x) — f(a) pastreazd semn constant pentru orice €
S(a,r) N A. Daca f(z) > f(a), respectiv f(x) < f(a), pentru orice x € S(a,r) N A, punctul a se
numeste punct de minim, respectiv mazxim local.

[e]
Definitia 4.9.2 Un punct a € A se numeste punct stationar sau critic al functiei f dacd funciia
f este diferentiabila in punctul a si daca df (a) = 0.

Observatia 4.9.1 Deoarece df (a) = f;, (a)dxy + fi dxo + -+ f (a)dxy, atunci df (a) =0 &
n(a@) = fr,(a) == [ (a) = 0.

Urmatoarea teoremi, care constituie o generalizare a teoremei lui Fermat pentru functii de
o variabila reala, stabileste conditii necesare de extrem.

Teorema 4.9.1 Fermat (1601 - 1665)
Fie functia f : A — R, unde A = A C R". Dacd functia f este diferentiabild intr-un punct
a € A, care este punct de extrem local al functiei f, atunci a este punct critic.

DEMONSTRATIE. Intrucat a este punct de extrem al functiei f, conform definitiei 4.9.1, exist#
S(a,r) astfel incat diferenta f(x) — f(a) pastreazi semn constant pentru orice z € S(a,r) N A.
Fie v € R™ un versor i functia g : (—r,7) — R, atunci definita prin g(¢t) = f(a + tv), pentru
orice [t| < r. Deoarece f este diferentiabild in a, functia g este derivabild in ¢t = 0, iar diferenta
g(t) — g(0) = f(a+ tv) — f(a) pastreazd semn constant pentru orice t € (—r,r), atunci punctul
t = 0 este punct de extrem local al functiei g. Conform teoremei lui Fermat pentru functii de o

variabila reald, rezulta cd ¢’(0) = 0, adica g—é(a) = 0. Dar, f(a) = (Vf(a),v), adicd df (a) = 0.

Observatia 4.9.2 1. Din teorema 4.9.1 si observatia 4.9.1 rezultd cd punctele de extrem
(dacd existd) se pot gasi printre solutiile sistemului

fo, =0, i=1n (4.30)

T

2. Reciproca teoremei 4.9.1 nu este in general valabild, dupd cum se va observa si din exemplul
urmdtor. Fie f:R*> =R f(x,y) = %:ﬁ — g2

=a= (0,0 unct critic

{f{;(:v,y)z—?y: 0.0 » ’

2 2
dar f(xz,x) = —% < f(0,0) = 0 < f(x,0) = &, pentru orice x # 0. Asadar, punctul
a = (0,0) este doar punct critic nu si punct de extrem, desi f este diferentiabild in a si

df (a) = 0.

3. Punctia f : [1,2] — R f(z) = 2% are punctele x = 1, respectiv x = 2 de minim, respectiv
mazim, dar f'(1) # 0, f/(2) # 0. Deci nu orice solutie a sistemului (4.30) este punct de
extrem.
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Definitia 4.9.3 Punctele critice ale unei functii diferengiabile f: A — R, A=A CR", care nu
sunt puncte de extrem ale ei se numesc puncte sa.

In continuare vom stabili conditii suficiente pentru ca un punct critic si fie punct de extrem.

Lema 4.9.1 Fie ¢ : R" — R forma patraticd asociatd unei matrici patratice simetrice
(aij); jo17, odicd (x) = 30, aijvizj, © = (T1,%2,...,2Tn). Dacd ¢ este pozitiv definita
(p(x) > 0, pentru orice x € R™, x # 0), atunci exista o > 0 astfel incat

o(z) > allz)|?, VzeR (4.31)

DEMONSTRATIE. Consideram multimea S = {x € R"|||z|| = 1} - sfera unitate din R", care
este inchisa gi marginita, deci compacta.

Functia ¢ fiind continui pe mulfimea compactd S este marginiti si igi atinge marginile, adici,
dacd a = inf,eg @(x), atunci exista zp € S astfel incat o = p(xg) # 0, deoarece 0 ¢ S si prin
urmare « > 0. Astfel p(z) > a pentru orice z € S.

Fie y = Hi—H € R", x # 0; atunci ¢ <’£H> >a= Wg)(m) > a = p(r) > allz|?, pentru
orice ¥ € R™,x # 0. Cum pentru z = 0 avem egalitate, obtinem ¢(z) > «af|x||?, pentru orice

r € R™,

Observatia 4.9.3 Dacd forma pdtraticd ¢ este negativ definitd (¢(x) < 0.Y x € R™, x # 0),
atunci existd o > 0 astfel incit o(z) < —al|z||?, pentru orice x € R™.

Teorema 4.9.2 Fie multimea A = AcC R™, f: A — R o functie de clasi C*(A) sia € A un
punct critic al functiei f. Dacd d*f(a) este pozitiv definitd, respectiv negativ definitd, atunci a
este punct de minim, respectiv maxim local al functiei f.

DEMONSTRATIE. Intrucat f € C?(A) putem scrie formula lui Taylor asociatd functiei f si
punctului a cu restul de ordinul doi. Avem

f) = fla)+ gl @) = an) o f (@) — an)] +
(O — a1 20, (€)1 — an) w2 — ) -+
72 (€)@~ an)) (4.32)

Cum a este punct critic, rezultd ci fg’gi(a) = 0, pentru orice i = 1,n. Atunci (4.32) devine

1 1

f(@) = fla) = i[fzf (&) = al)Q +2 a/clla:z (O(z1—ar)(za —az) +-- +
(O — an)?] = 3@ w1 — a1 + 28 (@ — )2 — )+ oo+

(@) (@0 = an)? + (f2(6) = f2(a) (21 — a1)? +
F2(f112, () = frrzp (@) (1 — a1) (2 —ag) + -+ +
H(f12 (&) = fra (a)(@n — an)?] = %Wf(a)(x —a) + B(z)|z — al?], (4.33)

cu lim,_,, f(x) = 0.



96 4. Diferentiabilitate

Daca forma patratica d?f(a) este pozitiv definita, atunci conform lemei 4.9.1, are loc (4.31),
deci existd a > 0 astfel incat df(a)(x — a) > af|lz — al|?. Atunci (4.33) devine

N

f(@) = fla) > Slollz — al]* + B(2) |z — al’] = %(a +B(@) |z — al*.

Deoarece lim,_,, 5(z) = a = 3 S(a,r) astfel incat o + S(z) > 0, pentru orice z € S(a,r) N A,
agadar f(x)— f(a) > 0, pentru orice x € S(a,r)NA, adicd a este punct de minim local al functjiei

f.

Analog se arata si cazul cand d?f(a) este negativ definita.
Algoritm pentru determinarea punctelor de extrem local

1. Data fiind functia f: A - R, A = Ac R™, f € C?(A) se rezolva sistemul (4.30), asadar se
determing punctele critice ale functiei f.

2. Matricea asociata formei patratice d2f(a) este hessiana. Pentru fiecare punct critic a se
calculeaza hessiana corespunzitoare i, folosind criteriul lui Sylvester, se decide daca forma
patraticd d? f(a) este pozitiv definitd, respectiv negativ definita.

Criteriul lui Sylvester (1814 - 1897): Fie ¢ : R® — R forma patratica asociatd matricii
simetrice (a;5); ;_77 i

ail ... a1k

a ... a
Ak — 21 2k

ar1 ... Qi

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. ¢ este pozitiv definitd, respectiv negativ definita;

2. Ay > 0, pentru orice k = 1,n, respectiv (—1)*Ag > 0, pentru orice k = 1, n.

Observatia 4.9.4 Dacd d*f(a) ia si valori pozitive si valori negative, atunci a nu este punct de
extrem.

Exemplu: 1. Si se determine punctele de extrem local ale functiei f : R? — R f(x,y) =
z3 + 1% — 3zy. Avem
fr=3z-3y=0
{ fi=3*—-3z=0

si rezolvand acest sistem se obtin punctele critice (0, 0) si (1, 1). Calculdm hessiana: f/, =

0 _3)7A1:0,A2:—9:>

6x, fr, = =3, fy, = 6y. Pentru punctul (0,0) : H(0,0) = ( 3 0

(0, 0) este punct sa.

Pentru punctul (1,1) : Hy(1,1) = < 6 =3

-3 6

6 —3

>,A1:6>0,A2:’_3 6

‘:27>0:>

(1, 1) este punct de minim.
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4.10 Difeomorfisme. Teorema de inversiune locala

Definitia 4.10.1 Fie D, D; C R™ multimi deschise si F : D — Dy o functie de clasd C*(D).
Dacd F este bijectivd si inversa ei F~' : Dy — D este o functie de clasd C1(D1), atunci F se
numegte difeomorfism sau izomorfism diferen{iabil sau transformare regulatd.

Observatia 4.10.1 Orice difeomorfism este un homeomorfism.

Teorema 4.10.1 de caracterizare a difeomorfismelor.
Fie D,D; C R™ doud multimi deschise si F : D — D o functie bijectivi de clasi C*(D).
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. F este difeomorfism;

2. Pentru orice punct a € D,dF(a) : R® — R" este un izomorfism de spatii liniare si F~1 €
C%(Dy);

3. Pentru orice punct a € D, jacobianul functiei F' in a este nenul si F~1 € C°(Dy).

DEMONSTRATIE: 2 < 3 Matricea asociata aplicatiei liniare dF'(a) in baza canonicd din R”
este matricea jacobiand a functiei F' in punctul a, Jp(a), adicd matricele nesingulare corespund
izomorfismelor liniare.

1 = 2 F difeomorfism = F~! € CY(Dy),F € CY(D), adica F~! si F sunt diferentiabile pe
Dy, respectiv D, Fo F~1 =1p, si F"'o F = 1p.

Atunci, conform relatiei (4.15), Jpop-1(a1) = Uy, pentru orice a; € D; §i Jp-1,p(a) = Up,
pentru orice a € D = Jp(F~Y(a1))Jp-1(a1) = Uy si Jp-1(F(a))Jp(a) = Uy, pentru orice a € D,
si a1 € Dy, deci matricea Jp(a) este inversabila si Jp—1(F(a)) = J~1(F(a)), pentru orice a € D.

2 = 1 Presupunem c& pentru orice a € D df(a) : R® — R™ este un izomorfism liniar si
F~1 € C%Dy). Pentru ca F sa fie difeomorfism este suficient sa aratam ca F~! este diferentiabila
in orice punct din D; si derivatele partiale de ordinul I ale lui ! sunt functii continue pe D;.

Fie a; € D1, F~Y(a;) =a € D i T = dF(a).

Intrucat F € CY(D) = F diferentiabila pe D = F diferentiabild in a = exista o functie
continud o : D — R" astfel incat

F(zx)=F(a) +T(x —a) + a(z)||z —al, cu lim a(x) = Ogn;
T(x —a) = F(z) — F(a) — a(z)||z —al| siaplicand T, se obtine

t—a=T""y—a)— ||z —a]|T  a(z)), unde y=F(x), (4.34)
F7 y) = F~Ya) =Ty — a1) = —|lz — al| T~ (a(2)),
Py~ P a) - Ty —a) _ e —al
vl TR
[z —af

Aratam ci raportul este marginit. Din (4.34) avem

|y — a1
1T~y —a1) — ||z — al|T~Ha(2))|| <

e —all =
< 77w - an)l + llz — all |7~ a(@))]

(4.35)
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T~! fiind aplicatie liniara si continui, conform teoremei 3.8.1, exista m > 0 astfel incat || T (y —
ar)|| < mlly — al].
Din (4.35) rezulti ||z — al| < m|ly — a1|| + [|x — a|||| T~ a(2))| =
|z — al |z — a

_ _lozac .
—al <" y=al’ @@l (4.36)

y—a; < Fl(y)— Fla) (F1eC%Dy)),deciz—asy—a.

lim T~} (a(z)) = T~ (lim oz(x)) = T (0gn) = Ogn = [T (eu(2))]| — 0.

r—a r—a

Asadar, pentru orice € > 0, existd V € V,, astfel incat pentru orice y € V ||[T71(p(2))]| < € si
cu (4.36) avem

|z —all _ | — al |z — al m
<m+ £ = s
ly — ax| ly—arll”  lly—arll 1-¢
adica raportul Jz =l este marginit. Prin urmare,
ly — axl]
FYy)— F Y a1) - T Yy — —
lim (y) (al) (y CL1) — _ lim ||.T CLH _1(04(.%'» = Ogn,
y—a ly — axl] y=ar [ly — aq]

deci functia F'~! este diferentiabild in punctul a, si in plus, dF~'(a1) = (dF(a))~!. Punctul
a1 fiind ales arbitrar din D, rezultd ci F~! este diferentiabild pe D;. Astfel, functia F~' are
derivate partiale de ordinul I in orice punct din D;. Mai rdméne si aratim cid acestea sunt
functii continue pe D;. Datorita faptului cd dF'(a) este izomorfism liniar, avem det Jp(a) # 0,
pentru orice a € D, iar din F' € C1(D) reiese ci elementele matricii Jg(a) sunt functii continue.
Intrucat Jp-1(F(a)) = Jz'(a) elementele matricii J5'(a) sunt functii continue, rezulta atunci
ci elementele matricii Jp-1(a;) sunt functii continue pentru orice a; € Dy, prin urmare, F~! €
CY(Dy).

Corolarul 4.10.1 1. Dacd F : D — Dy i G: D1 — Dy sunt difeomorfisme, unde D, Dy si
Dy C R"™ sunt multimi deschise, atunci Go F : D — Dy este difeomorfism.

2. Dacd F : D — Dy este difeomorfism, atunci F~' : Dy — D este difeomorfism.

DEMONSTRATIE.

1. F,G difeomorfisme = F,G bijectii, F € CY(D), G € CY(D,), F~1 € C°Dy), G7! €
CY%(Dy) si Jr(a), Jg(a1) nesingulare pentru orice a € D,a € Dy. Atunci Go F : D — Dy
este bijectie, GoF € C1(D), (GoF)™! = F~1oG~! € C%D3) i Jgor(a) = Jg(F(a))Jr(a),
Jeor(a) nesingulard pentru orice a € D si, conform teoremei 4.10.1, obtinem ca G o F este
difeomorfism.

2. Rezultd din definitia 4.10.1.

Corolarul 4.10.2 Daca F : D — D; este difeomorfism de clasd CP(D), p > 1 unde D, D; C R™
multimi deschise, atunci F~1: D1 — D este difeomorfism de clasa CP(Dy).

Exemplu 4.10.1 Daca T : R® — R"™ este o aplicatie liniard, conform teoremei 4.10.1, T este
difeomorfism dacd si numat dacd jacobianul lut T' este nenul, adicd matricea transformdrii liniare
T este nesingulard.
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In cele ce urmeaza vom prezenta o teorema importanta in analiza matematicd, care reduce
problema bijectivitatii unei functii de clasi C' la problema bijectivititii unei aplicatii liniare.

Teorema 4.10.2 (teorema functiei inverse) Fie F : D — R", D = D C R™, o functie de clasd
CY(D) sia € D astfel incit dF(a) este izomorfism liniar. Atunci existd o multime deschisd D1 C
D,a € Dy astfel ca F(D1) = Dy sa fie multime deschisd, iar F' sa stabileascd un difeomorfism
intre Dy si Do.

DEMONSTRATIE. Fird a particulariza putem presupune ci a = Ogn si F'(a) = Orn (altfel se
vor face translatii de vectori a si F'(a) care sunt difeomorfisme). De asemenea, putem presupune
T = dF(0) = 1g». Intr-adevar, dacd T = dF(0) = 1gn, atunci considersm functia F; = T~ ! o F;
Fi(0) =T71(F(0)) =T710) =0, dF1(0) =dT71(0) o dF(0) = T~ 1 o T = 1gn.

D

Figura 4.9:

Daca teorema are loc pentru functia Fi, atunci existd o multime deschisda D] C R asa incat
0 € D} C D,Fi(D}) = D) C R" este mul{ime deschisd, iar F stabilegte un difeomorfism intre
D} si Dby, Intrucat T este difeomorfism se obtine (T'o Fy)(D}) = F(D}) = Dy C R™ este deschis
§i F =T o F} este un difeomorfism intre D si Ds.

In conformitate cu cele de mai sus vom lucra in ipoteza a = 0, F(0) = 0 si dF(0) = 1gn.

Fie functia H : D — R"” definita prin

H=F—1Ign (4.37)

Intrucat F € CY(D) rezulta ca H € C'(D) si, in plus, dH(0) = dF(0) — dlgn(0) = lgn —1gn = 0.
Daca hq, ha, ..., hy, sunt componentele functiei H, H = (hy, ha, ..., h,), cum g—g}i c CY(D)

si gg; (0) = 0, pentru orice i,k = 1,n, existd un sferoid S(0,0) C D astfel ca ||dh;(z)| < %
pentru orice z € S(0,6),V i = 1,n. Aplicand corolarul 4.5.3 avem:
1
deci
n 1/2 1
[1H (z) — H(y)l| = [ (hi(z) — hi(y))QI < glle—yl, Va,yeS0.9) (4.38)
k=1

Fie D} = S (0, %) si D) = S(0,8)N F~L(D4); D}, Db sunt multimi deschise in R”, 0 € D}, ¢
D, F(D}) € F(F~(DY) € D,

Aratdm ca functia F : D] — D), este injectivi; pentru aceasta fie aj,as € D] aga incat
F(a1) = F(ag2). Din (4.37) avem H(a1) + a1 = H(ag) + ag,

1
a1 — az|| = [[H(a2) — H(a1)|| < §||a1 —azl| = [la; — az|| = 0= a1 = ay,
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adica functia F' este injectiva.
Pentru orice y € D) definim functia ¢, : S(0,0) — R" ¢, (z) =y — H(z), V= € S(0,0) si
aratam ca aceasta este o contractie pe spatiul metric complet S(0,
Vo, xe € 5(0,0) ley(x1) = @y(z2)l| = [[H(z2) — H(z1)|| <

contractie cu coeficientul de contractie ¢ = % Conform teoremei de punct fix Banach, functia ¢,

are un singur punct fix, pe care-l notam G(y). Asadar ¢,(G(y)) = G(y), adicd y — H(G(y)) =
G(y),V y € D}. Daca inlocuim in (4.38) y = 0 se obtine || H (z)|| < %Hx”, pentru orice x € S(0, J)
deci | H(G)] < 516w

=

|z1 — x2||, adicd ¢, este o

5 NG
G =Ny = H(GWI < Iyl + IHGW)I < 5+ == = IGH)I <0
$i, prin urmare,
G(y) € 5(0,9). (4.39)

Pe de altd parte F(G(y)) = H(G(y)) + G(y) = y, de unde G(y) € F~1(D}), care impreuns cu
(4.39) ne da G(y) € F~1(D}) N S(0,9) = D}.

Astfel s-au definit functiile F' : D] — D4, G : Dy — D} cu urméatoarele proprietiti: F este
injectivd, F o G = Ipy, de unde obtinem ci F este si surjectiva, deci bijectiva si G = F~1.

Vrem ca F~1 € C%(D)). Pentru orice y1,ys € D} avem

IF~ (1) = F~H(y2) | = llyr — H(E ™ (y1)) = y2 + H(E " (2))]| <
<y = well HIHE () = HE (1))l <

1 _
<y =l +5IF ") = F )| =
= [1F () — F ' (w2)ll < 2lly1 — w2l (4.40)

Astfel, Ve >0, 3d(e) > 0 aga incat V y1, y2 € D) cu [ly1 —y2|| < @ = [[F~Yy1)—F ()| <
¢, adica functia F~! este uniform continui pe D}, deci F~! € CO(D}).

Matricea jacobiand Jr(0) este nesingulara gi, cum ea este alcatuitd numai din funtii continue,
rezultd ca existd un deschis Dy C D] astfel incat 0 € Dy si Jp(z) este nesingulard V z € D;.
Multimea Dy = F(D;) C R™ este, de asemenea, deschisi, F : D; — D bijectie, F~! €
C%(Dy),F € CY(Dy) si Jrp(z) nesingulard ¥V = € D;. In aceste conditii conform teoremei 4.10.1
se obtine ca F' stabilegte un difeomorfism intre D; si Da.

Corolarul 4.10.3 Fie F : D — R" o functie de clasa C'(D), D = D C R™, astfel ca matricea
jacobiand Jp(a) sa fie nesingulard pentru orice a € D. Atunci functia F transformd mulfimi
deschise in mulfimi deschise.

DEMONSTRATIE. Fie D; C D multime deschisa si a; € F(D;p). Atunci exista a € Dy cu
F(a) = a;. Conform teoremei 4.10.2 rezulta ca existd o multime deschisi Ds astfel caa € Dy C D
si F'(D3) este o multime deschisa in R™. Dar F(a) € F(D3) C F(D;), adica F(D;) este multime
deschisa.

Corolarul 4.10.4 Fie F : D — R" o functie de clasd C*(D),D = Dc R"™, de componente

fisfoy.oosfn: D — R. Dacd a € D gi matricea jacobiand Jr(a) este nesingulard, atunci existd
V' € Vi) astfel incdt pentru orice y = (y1,y2,---,Yn) € V sistemul fi(x1,22,...,2n) = yi,
pentru orice i = 1,n are solutie unicd x = (x1,%2,...,xy,) € U, unde U € V,.

DEMONSTRATIE. Conform teoremei 4.10.1 existd U € V, astfel incat F': U — F(U) este un
difeomorfism gi luam V = F(U).
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4.11 Functii implicite

Definitia 4.11.1 Fie ecuafia
F(z,y) = 0(1), (4.41)

unde F : D C R"™" — R™ F = (F|,F,....,F,), F;, : D - R, 2z = (x1,...,7,),y =

(Y1,Y2,---sYm)- O functie y = f(x), f : A C R* — R™, f = (f1, f2,--., [n) astfel incat
(x, f(x)) € D, se numeste solutie in raport cu y a ecuatiei F(x,y) = 0 pe multimea A dacd

F(z, f(x))=0,Vz e A

Y1 = fl(:):l,...,xn)

y2 = fo(x1,...,2n)

Observatia 4.11.1 Un sistem de m functii reale de n wariabile

Ym = fm(xlv cee 7«rn)
T1,X2, .-, Zn, fi : A — R, este o solutie a sistemului de ecuatii

Fl(xla"'uxn7yl7"‘7ym) =0
F2<x1a"'7xn>yla'-'>ym) =0

Fm(xla"'7$nayl7"'aym):0

in raport cu variabilele y1,vyo, ..., Ym, pe multimea A, dacd avem

Fl(xlv"')xnafl(xlv"')xn)v"'7fm(x17'-‘7$n))

0
Fy(x1,. .y, fr(x1, s @n), ooy fn(T1, o)) =0

Fm(mla"'7xn7f1(x11'"7xn)7"'afm(x17'"7xn)):O
YV (x1,x2,...,2,) € A.

Definitia 4.11.2 Functiile y = f(x) definite cu ajutorul ecuatiilor F(x,y) = 0 se numesc functii
implicite.

Ecuatiile de forma (4.41) pot avea una sau mai multe solutii pe o multime A sau pot si nu
aiba nici o solutie.

Exemplu 4.11.1 1. Ecuafia 4z — y?> = 0 (n = m = 1) are in raport cu y o infinitate de

solutii pe mulfimea [0,00). Functia f : [0,00) — oo f(z) = { 2{% ’ igﬁl
- ) 2

, unde
A1 U Ay = [0,00), verificd ecuatia 4z — y* = 0.
2. Ecuatia 20 4+ 5y% + 2 =0, (z,y) € R? nu are nici o solulie reald.

3. Ecuatia x — y3> = 0, (x,y) € R® are o singurd solutie pe R, functia f(x) = /.
Ne punem intrebarea in ce conditii ecuatia (4.41) are solufie, si dacd aceasta solulie este
unicd.
Teorema 4.11.1 Teorema functiilor implicite, Goursat (1858 - 1936)
Fie D =D C R™™ (a,b) € D si functia F : D — R™, F = (F1, Fy,...,F,), F € C}D).

Daca F(a,b) =0 si %({;1’5;2”5”3> (a,b) # 0, atunci exista A € Vo, B € Vy un Ax B C D si
1,925+ Ym
o0 unicd functie f : A — B, f € CY(A) astfel incit f(a) =b si F(z, f(x)) =0,V 2z € A.
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DEMONSTRATIE: Consideram functia G : D — R"™™ G(z,y) = (v, F(z,y)), (z,y) € D,
G = (Gl) G27 e 7Gm+n)7 adicd G1($7y) = I, G?(xvy) = T2,..., Gn(l‘,?/) = Tn, Gn+1($,y) =
Fi(x,y), Gham(z,y) = Fn(z,y). Atunci jacobianul functiei G in punctul (a,b) este

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 _
Mr@d) Sy S8y ey .. §E@y)
Omab) Gmab) Gmey) YPm@r) ... Ghnw

D(Fy, Fs, ..., Fy)
a,b 0
D(y17y27"'>ym)( )?é

Conform teoremei de inversiune locala existd o multime deschisa U astfel incat (a,b) € U C
D, G(U) este multime deschisd in R jar G : U — G(U) = V un difeomorfism. Presupunem
multimea U de forma U = U; x B CR" x R™, cu B € V).

Definim functia H : R® — R™™  H(z) = (2,0) si fie A = Uy N H~Y(V). Intrucat (a,b) €
U =U; x Brezulti a € Uy si H(a) = (a,0) = (a, F(a,b)) = G(a,b) € V, adici a € H~1(V), deci
acA

Avem Ax BCU xB=UC DsipentruVazec A H(zx) = (z,0) € V. Astfel putem defini

functia f: Ax B f = pryoG toH, A Ay S U PL g, Cum functiile pry, G~1 si H sunt
functii de clasa C! rezulta f € C(A).

Fie G~(z,0) = (u,v); atunci G(G~(z,0)) = G(u,v), deci (x,0) = (u, F(u,v)), de unde
r = u. Pe de altd parte v = pry(u,v) = pry(G—(z,0)) = (pr2 o G 'H)(x) = f(x). Am
obtinut G~1(z,0) = (z, f(z)). Fie # € 4; G(z, f(z)) = G(G™(z,0)) = (x,0). Dar G(z, f(z)) =
(z, F(zx, f(x))), adica F(z, f(x)) =0,V z € A.

Observatia 4.11.2 1. Daca F € CP(D), atunci f € CP(A).
2. In conditiile teoremei 4.11.1 au loc urmdatoarele:

D(Fy, Fy,...,Fp) D(F\,Fy, ..., Fp)
ofi _— D(@i,y2,- -, Ym) Ofm _ DW,y2,- - Ym—1,Ti)
dr;  D(F\,Fy,....Fp)' 70z, D(FL,F,...,Fp)

D(y1, Y2, - Ym) D(y1, 92, - Ym)

Daca pentru x € A in identitdtile

Fi(z, f(x), ..., fm(2)) = 0
( 2 J1(@), s fm(2) =0

(x fl( ) .‘..,fm(:r)) =0

derivam in raport cu x; obfinem

( OF; OF; 0f1 J0Fy afm .
8F2 8F2 8f1 aFQ afm _
Ox; + 8y1 8% Tt 8ym (93:1 =0
OF, . OFy 0f1 . OFy Ofm
8;1%- - ay1 o0x; Tt Gym oxr; 0.
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Folosind regula lui Krammer rezultd

D(F,...,Fy) D(F\, F,...,Fy)
ofi _ D(@iy2,-- -, Ym) Ofm _ D(y1,-- -, Ym—1,Ti)
81‘1' N D(Fl,,Fm) T (%Z N D(Fl,FQ,...,Fm)

D(y1,92,- -, Ym) D(y1,y2,- - - Ym)

3. Fie multimea M = {(z,y) € D|F(x,y) = 0}. Teorema functiilor implicite stabileste cd
intr-o vecindtate A X B a oricdarui punct fizat (a,b) € M, multimea M este local graficul unei
functii. Mulfimea M fiind datd nu poate exista local decdt cel mult o functie astfel incdt M sd
fie graficul lui f. Astfel, local, functia f este unicd pe cind deschisii A $i B nu sunt unici.

Cazuri particulare ale teoremei functiilor implicite

1. Functia implicitd definita de ecuatia F(z,y) =0
Teorema 4.11.2 Dacd F : U — R, U —UC R? este o functie de clasa CY(U),(a,b) € U un
punct astfel incat F(a,b) =0 si Fy(a,b) # 0, atunci

1. Ezxista A € V,,B € V), Ax B C U gi o unicd functie f : A — B asa incat f(a) = b si
F(z,f(z))=0,Vx € A

2. Functia f € CY(A) si

_ Fy(x,y)
Fl(z,y)’

3. Daca F € CP(U), atunci f € CP(A),p > 1.

f(z) = Vee A (4.42)

Teorema 4.11.3 Dacd F : U — R, U UC R™! este o functie de clasd CY(U), (a,b) € U un
punct astfel incat F(a,b) = 0 i F,(a,b) # 0, atunci

1. Ezistd A € V4,B € V3, A x B C U gi o unica functie f : A — B asa incdt f(a) = b g1
F(z,f(x)) =0,V x € A.

2. Functia f € C1(A) si
1, (z,y)
Fl(z,y)’

3. Daca F € CP(U), atunci f € CP(A),p > 1.

f(@i) = zeA (4.43)

Observatia 4.11.3 1. In ipotezele teoremei 4.11.2, daca f € C*(U) se pot determina punctele
de extrem ale functiei implicite y = y(x) definita de relatia F(z,y) = 0. Intdi se determing
din relatia (4.42) punctele critice rezolvind sistemul F(x,y) = 0, Fy(z,y) = 0, Fy(z,y) #
0. Derivand (4.42) in raport cu x se obtine F, (x,y) + F (x,y)y (x) + y"(2)F,(x,y) + y'(z)
1!

(Fpy(z,y) + F) (2,y)y'(x)) = 0. Pe urmd se studiazd semnul functiei y"(x) = M in
fiecare punct critic obtinut.

2. In ipotezele teoremei 4.11.3 pentru u = 2 si F € C*(U) se pot determina punctele de
extrem ale functiei implicite z = z(x,y) definita de relatia F(x,y,z) = 0. Derivind aceastd
ultimd relatie in raport cu x $t y se obfine

Fi(z,y,2) + Fl(z,y,2)z,(z,y) =0

4.44
Fi(2,y,2) + Fl(xy,2)2(x,) = 0. (4.44)
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Se determind din (4.44) punctele critice rezolvand sistemul F(x,y,z) = 0,F.L(z,y,z)
0, Fy(z,y,2) = 0, Fi(z,y,2) # 0. Derivand relatiile (4.44) in raport cu x i cu y se obfine

derivatele Z;fQ, z;:’y, z;’2. Pentru o determina punctele de extrem se foloseste criteriul lui Sylvester.

Exemplu 4.11.2 1. Pentru functia y = f(x) sd se calculeze f'(0) si f(0), daca f(0) =1 g1
2?2 —xy+2°+r—y—1=0.

Avem F(x,y) = 2?—ay+2y*+2—y—1=0, F € C*(U), F(0,1) = 0, F(z,y) = —x4+2y—1,
Fy(1,0) = 3 # 0, asadar conditiile teoremei (4.11.2) sunt indeplinite si dupd formula (4.42)
obtinem
F 2x — 1
f/<$):— :f(‘/l:)y):_ x y+ ,
F)(z,y) —x+4y—1

1/(0) = 0. Derivand relatia de mai sus in raport cu x se obtine

2—y)(—z+4y—1)— 2z —y+1)(—1+4y) 2
(—z 44y — 1)2 ’

£@) = -

2. Pentru functia y = f(x) sd se determine punctele de extrem daci F(z,y) = x® + 3% —
322y — 3 = 0. Conform punctului 1 al observatiei (4.11.8) determindm punctele critice re-

3, .3 2.2 9 _
zolvand sistemul F(x,y) = 0, Fy(x,y) = 0, F,(x,y) # 0, adica { vy =3y —3=0

322 — 6zy =0
Solutiile acestui sistem sunt x = 0,y(0) = /3 si x = —2, y(—2) = —1 (se observd cd
2
—2? 42
Fy(0,9/3) # 0, Fy(=2,=1) £.0). Avem f'(2) = =750,

3 2, 2 ’ 2 9
F(z) = 23 + 222y — 2292 + 2xy/ (vy — 22 — y?) | F10) = 2 > 0, deci w = 0 este

e | Vs
punct de minim, iar f"(—2) = —% < 0, deci x = —2 este punct de mazim.

3. Pentru functia z = f(x,y) definita implicit prin F(z,y,z) = (x + y)e* —xy — 2z = 0, ce
satisface conditia f(2,2) =0 sd se calculeze f(2,2) si f,(2,2).
Se observd ca F(2,2,0) = 0, F.(2,2,0) = 3 # 0, deci sunt indeplinite condifiile teo-
remei 4.11.3. Folosind relatiile (4.43) obtinem fl(z,y) = ——2 _y—l’ folz,y) =

(@ +y)e
—Gfﬁngwwummznggang

4. Functiile u(x,y) si v(x,y) sunt definite implicit prin u+v = x,u —yv = 0. Sd se calculeze
diferentialele de ordinul intdi ale celor doud funcii.

D(Fy, Fy)

Avem Fy(x,y,u,v) =u+v—x =0, Fo(x,y,u,v) = u—yv = 0, §i presupunem Do)
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' 1 L ’ = —y — 1 # 0. Atunci conform observatiei 4.11.2 obtinem
D(F1, F) -1 1
ul = — D(.CU,'U) = — 0 Y = Y
* D(Fl,FQ) —y—1 y—{-l’
D(u,v)
D(Fy, Fy) 0 1
U = — D(y,v) _ vy _ v
Y D(Fl,Fg) —y—1 y—|-17
D(u,v)
D(Fy, Fy) 1 -1
V. = — D(u, x) _ 1 0 _ 1
T DFLEF) T —y—1 oy
D(u,v)
D(F1, Fy) L0
o D(u,y) . 1 —v _ v
Y D(Fl,Fg) —y—1 y—i—l’
D(u,v)
astfel cd
1 1
du = ——(yd d dv = ——(dz — vdy).
u y+1(yx+vy)7 v y+1(w vdy)

4.12 Extreme cu legaturi

Fie D o multime deschisi din R” si functiile f : D — R, 3, : D — R, ¥; : D —» R, f € CY(D),
or € CH(D),V; € CYD),k=1,s,i=1,t.
Cu ajutorul acestor functii definim urmitoarea submultime a lui D :

U={zeD|pr(x)=0, Y;(z)>0, k=1,s, i=1,t} (4.45)

Consideram restrictia lui f la U, f|y si cdutdm punctele de extrem ale acestei restrictii.

Definitia 4.12.1 Spunem cd a € U este un punct de extrem pentru f cu legdtura U (sau extrem
conditionat) dacd a este punct de extrem local pentru f|y.

Observatia 4.12.1 a € U este punct de extrem pentru f cu legatura U < 3 S(a,r) C D astfel
tncat ¥ x € S(a,r) N U diferenta f(xz) — f(a) are semn constant.

Definitia 4.12.2 Fie a € U. Un vector v € R" se numeste vector admisibil in a dacd existd un
interval de forma [0,to] astfel incat ¥Vt € [0,to] a +tv € U.

Daca a € U este un punct de minim, atunci orice vector de descregtere nu este admisibil.

Daca in punctul a € U, ¥;(a) = 0, atunci restrictia ¥; este activd in a. Notam A(a) = {{i €
1,2,...,t}| ¥;(a) = 0}, adica submultimea indicilor restrictiilor active in a.

Intr-un punct a € U restrictiile sunt regulate dacd vectorii gradienti ai restrictiilor de tip
egalitate gi vectorii gradienti ai restrictiilor active sunt liniar independenti.

Restrictiile de tip egalitate gi cele active sunt numite legaturi in punctul a. De aceea in loc
de denumirea generali extreme cu restrictii vom folosi denumirea extreme cu legaturi.

Daca nu avem restrictii egalitati, iar restrictiile inegalitati nu exista sau nu sunt active in
punctele de extrem, atunci extremele se numesc libere.
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Exemplu 4.12.1 Fie f : R? = R, f(z,y) = (z—2)?+(y—1)?
cu restrictiile Vi(z,y) = z, Ya(z,y) = vy, V3(z,y) = y — 22
st Ua(z,y) = —x —y + 2, deci ¥; > 0,V i = 1,4. Punctele 3
din interiorul si de pe laturile triunghiului curbiliniu satisfac

restrictitle problemei. Cdutdm punctele de minim ale functiei - «M)

f|U¢ unde U:{($7y) GRQI\IIi(x)y) >0, Z:m} SM) M - M)
Observam ca f(x,y) = d((z,y),(2,1)), deci f este 1 -

minim cand d((x,y),(2,1)) este minimd. Acest minim este o 5 ) j

atins in punctul M(1,1) obtinut prin rezolvarea sistemulus

—z—y+2=0"
Cum V(M) =Vy(M)=1>0 avem A((1,1)) = {3,4}.

2
{ y—r 0 adica restrictrile Uy si Wy sunt active. Figura 4.10:

Pentru punctul (1, 1) mulfimea tuturor vectorilor admisibili este cuprinsd intre tangenta la
parabold in punctul M(1,1), y = 2x — 1 gi restrictia activa x +y = 2.

Cum —V f(M) este vector de descrestere, nici un vector admisibil nu poate forma cu —V f(M)
un unghi mai mic decdat 90°, deoarece dacd ar forma atunci f ar descreste, deci punctul M(1,1)
nu ar mai fi punct de minim. Prin urmare —V f(M) trebuie sa fie situat in conul generat
de —NVWUs3(M) si —NVU4(M), adica I ay1,ae > 0 astfel incat —Vf(M) = a1 (=V¥1(M)) +
QQ(—V\I’Q(M)), adicd Vf(M) = a1V\111(M) + O[QV\I’Q(M).

Observatia 4.12.2 1. Deoarece mingcg f(x) = — maxges(—f(x)) vom trata doar problema
de minim, orice problemd de mazim reducindu-se la una de minim.

2. Inegalitatile de forma > pot fi transformate in inegalitati de forma < prin inmultirea cu

(-1).

3. Inegalitdtile de forma > sau < pot fi transformate tn egalitdfi prin scadderea sau addugarea
unet variabile nenegative.

Teorema 4.12.1 Kuhn - Tucher.

Dacd f, o1, Vi : D — R sunt functii definite pe un deschis D din R"™, f,op, U; € CY(D), unde
k=1,s,i=1,t i a € U este punct de minim pentru f|y, iar in a restrictiile sunt regulate,
atunci existd numerele up, € R, k =1,s si v; € Ry, i = 1,¢ astfel incdt:

1. v; =0 pentru orice i € A(a);

2. Vf(a) = Yh_ ukVeor(a) + i, viV¥y(a).

DEMONSTRATIE: Pentru a simplifica demonstratia putem presupune ci punctul a este orig-
inea spatiului R™ a = Ogrn, facind o translatie a sistemului de referinta. De asemenea putem
presupune f(a) = 0, deoarece, dacd f(a) = «, atunci lucram cu functia g = f — «, deci facem o
translatie a valorii functiei.
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Presupunem ca restrictiile active in punctul a sunt ¥1(0) = 0,
\IJQ(O) =0,..., \Ifj(O) = 0, deci A(O) = {1,2, oo ,]} si \I/j+1(0) >

0,%,42(0) > 0,...,0,(0) > 0. Cum ¥; € CYD), i = 1,5 ex- Y D
istd S(0,7) cu urmatoarele proprietati: V x € S(0,7), V,q1(z) > QB
0,...,9(z) >0s5iVzeS0r)NU, f(x)> f(0)=0.Aratam ca

pentru fiecare € € (0,7), I n. € N astfel ca pentru V x cu ||z|]| = ¢
are loc inegalitatea

Figura 4.11:
J

> wila) + ) Vi(z)
k=1

=1

Fl@) + llz[|* +ne >0,

(4.46)
U7 (z) = max(—%¥;(z),0).

7

Presupunem prin absurd cd afirmatia (4.46) este falsa. Atunci 3 g9 € (0,r), V n € N,
Iz, |zm|| = €0, astfel ca

f@m) + lzm|? +n

PIACHEDS ‘1’32(1%)] <0=
=1

k=1
s Ji )
= flom) + meH2 <-n [Z SOi(xm) + Z 3 (xm)] (4.47)
k=1 i=1
Deoarece multimea K = {z € R"|||z|| = €} este compacti,

fiind inchisd gi marginita, iar girul (x,,) C K, existd un subsir
(zh(m)) al sau convergent in K, unde h : N — N este o functie
strict crescatoare. Deci existd 2™ € K astfel ca xp(,) — .

(4.47) se poate scrie

t

2 s
M) 225 > 52 o) + ¥ ) 185
k=1 i=1

Cum f, Pk \Ilj eC! (D)v iar Thim) — z*, avem f(xh(m)) - f(x*)a ka(l‘h(m)) - SDk;(-’L'*), respectiv
Vi(Th(my) — Y5 (z*). Trecand la limita in (4.48) rezulta

s J s J

* *2 0 x * %2/ %
E 80%(37)+§ v (37)§0=>§ <P%(5'3)+§ i («7) = 0.
k=1 i=1 k=1 i=1

Deci gp(z*) = 0,k = 1,s st ;(z*) = 0,7 = 1,5 = V;(z*) > 0,V i = 1,5 si ¥;(z*) > 0,
Vi=j+1,t pentru ca {z|||z|| =eo} C S(0,r).

Astfel, x* € U satisface conditiile (4.45), si deci lim,— 00 f(2) = f(2*) > f(0) = 0 Dar din
(4.47) avem f(2p(m)) + [[znemll? < 0, adicd f(zpm)) < —& = f(z*) < —eo < 0, ceea ce este o
contradictie. Agadar, afirmatia (4.46) este adevarata.

Pentru fiecare € € (0,7) construim functia Fr : D — R

Fe(z) = f(a) + llal? +ne | S pb(a) + Y 0 ()
k=1 =1

cu ne din (4.46) si studiem comportarea acestei functii pe S(0,¢). Cum S(0, ) este un compact
pe care F. este continud, rezultd cd ea este marginita gi isi atinge marginile. Fie x. € S(0,¢)
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punctul de minim global al lui F; pe S(0,¢), adicad F.(z.) este cea mai mica valoare pe S(0,¢).
Deoarece F;(0) = 0 rezulta F.(x.) < 0. Dar din (4.46) avem F.(z) > 0 pentru |z|| = €. Prin
urmare, z: € S(0,¢) si din teorema lui Fermat avem VF_(z.) = 0, adica

of s A J O, (2.
k , '
@(ws) +2prjz. + ; 2n€g0k(xs)a—wl(x€) + E:: —2U? (9”5)57[8 =0 (4.49)
cu ||ze|| <&, 1=1,n.
Introducem urmaétoarele notatii:
s i 1
L.=1+) |2 20N 2nU (2] >0, N = >0,
e kZ::l[ ek (Te)] ;[ ne 5 (2 )] 0 N
2n Sok(xa) . _2771690*(355)
€ € € i
=————" | ui=—-"F2""2-<0, k=1,s i i=1,j
k T/E % TJ&
Impartind cele n egalititi din (4.49) cu /L, obtinem
of Opr(we) | <~ OWi(we)
A5 2 No———— cf———2 =0, Vi=1,n. 4.50
5 (@) +2mme) + ; b T =0 Vit )
Putem pune in evidentd un versor (AG, A7, ..., A, pf, ..., p5). Astfel am gasit ca pentru Ve €

(0,7), Fae cu [[zc]| < e siun versor (A§,Af, ..., A5, 1,5 p5) cu pf <0,V i =178 Aj >0
astfel incat sa fie satisfécute egalititile (4.50).

Considerand ¢; = T b@lnem un gir de puncte (x;) cu ||z <% (2, — 0) si, corespunzitor
lui, sirul de versori (vy),vi = (Aots Mty - - -5 Aty fas - - - 1) i girul de numere

s J
Li=1+) (@) + > _[2m ().
k=1 i=1
Multimea versorilor fiind compacta, sirul (v;) contine un subsir convergent citre un versor v =

1
()\0,)\1,...,)\5,/L1,...,MJ) Ao = hm \/i > 0.
Daca Ag = 0 din ipoteza regularlta‘gu restrictiilor in 0 rezultd \; = -+ = Ay = up =
- = p;j = 0, deci v nu este un versor ceea ce este o contradictie. Prin urmare Ao > 0 si

pi = limy_oo pig <0 = p; <0, i=1,7.

S

i ;
V0) =30 S E V(0 +Z “vw), unde i1 = = py = 0.
k=1

Notand ug = )\/\ ceRsgivy = )\0 i >0,k=1,s i=1,t obtinem

Zukak + ZuZV\I/ cu up€R 1 v €R,.

Observatia 4.12.3 1. Cu ajutorul functiilor f, o si W; construim functia ® : D x R5+2t R

t

d=f- Zuk@k—z (W5 — w?),

=1
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unde ug sunt multiplicatori Lagrange, v; sunt multiplicatori Kuhn-Tucker, iar w; sunt variabile
de egalizare. ® este o functie de n+ s+ 2t variabile: x;, vg, v, w;, unde | = 1,n, k =1,s,1 = 1,¢.

Teorema lui Kuhn-Tucker afirmd cd punctele din minim ale functiei f trebuie cautate printre
punctele critice ale lui @, adicd printre solufiile sistemulus

9o _g | 1=1,n

33:1
§2 -0, k=15
98 _o , i=T1
0P _
ow;
0P ~  dpx ov;
a_ - i — Y l= 17
8:1:; a'El Z 856[ gv 81‘1 0 "
0P
— = —pp =0, k=1
8uk (Pk M ) S
OP
B0, = — (¥, —w?)=0, i=11
OP
8wi = 2ini =0

Sa simpificam putin gi sd lucrdm numai cu restrictii de tip egalitate. Atunci ® = f—>"7_| uppr
st cautam punctele critice ale functiei ® rezolvind sistemul:

00 _ =T,

dr; — n
0d _ _
Tuk—(), k‘—l,S

2. Presupunem ca nu avem restrictii egalitati, iar restrictiile inegalitdati sunt de forma x; > 0,
j=1,n8 Vi(z1,...,2,) >0, 7=1,t. Notam

t n t ¢
i=1 j=1 j=1 i=1

Atunci

0P oL 0

a:Ej 82?]' J

0P ,

0P

3 = w?—\IJZ:O j=1n,1=1,t
(%

0P

0P

8wi
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Observam ca z; = 0 & w; = 0, iar ¥; = 0 & w; = 0. Acestea ne permit sa eliminam
variabilele ajutatoare w;, w;, astfel ca sa avem

oL

8721,‘]' = vy, €5 > 0, VT = 0, \I’z > 0, ’Ul'\I/i =0.

Deci, daca existd minimul functiei f cu restrictiile z; > 0, j = 1,n, ¥; > 0, i = 1,¢, atunci
sunt satisfacute urmatoarele conditii:

oL ‘ oL .
8x]>0 x; >0, x]ax] 0, 7=1,n

oL , oL _
(%zSO v; > 0, vzavz 0, +=1,¢t,

unde L = f — Zle v;¥; se numegte functie Lagrange.

j=1n, =11

In continuare stabilim conditii suficiente pentru existenta punctelor de minim cu legaturi.

Teorema 4.12.2 Presupunem cd functiile f, o, V; € C?(D),k = 1,s,i = 1,t. Daci a € U si
sunt satisfacute urmdtoarele condifii:

1. Restrictule sunt requlate in a;

2. Eristd numerele u, € R gi v; € Ry astfel ca v; =0 pentru i & A(a) si
Z upVr(a) + Z v;VV;(a

3. Dacd definim functia ® : D — R prin ® = f — S0 _ uppr — >y vi¥;, iar d*®(a)(h) =0
. dpr(a)(h) =0 . 'y ,
pentru ¥ h # Ogn care satisface { AUy(a)(h) = 0 k=1,s,i€ Ai(a)={i € Aa)|v; >

0}, atunci a este punct de minim pentru f|y.

DEMONSTRATIE: Presupunem cé desi aceste conditii sunt satisfacute intr-un punct a € U,
a nu este punct de minim pentru f|y. Atunci pentru V S(a,r), 3 x € S(a,r) N U astfel incat
f(z) < f(a). Dacad r = %, atunci existd un gir (z,,) din R™ ce verifica proprietitile z,, € U,
lim x, = a, f(zm) < f(a) ok(Tm) =08 VUi(xy) >0, VE=1,sVi=1,L.
m—0o0

Notand h,, = Hx || B € S(0,1), care este multime compacta, deci sirul (h,,) contine

Ty —

un subsir convergent; exista h € S(0,1),h # 0, astfel ca hy(,) — h, unde g : N — N este o
functie strict crescatoare.

Pe de alta parte, din ipoteza 2 a teoremei avem:

< Vf(a),h >= Zuk < Vyi(a),h > + Z v; < V¥(a),h >,
k=1 i€A+((l)
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adica .
df(a)(h) =) updpr(a)(h) + > vid¥(a)(h).
k=1 iEA+(a)
Deoarece z,, € U = p(xy,) = 0 de unde pg(a) = 0.

lim — [or(zm) — er(a) — dor(a)(zm —a)] = 0 =

m=a ||z — af

= lim dgg(a) (””’“‘“) — 0= lim dg(a)(hm) =0 = dex(a)(h) =0,

ITm—a me — GH Tm—a

deci h verifica ecuatia dyg(a)(h) = 0.

Ilrilrga ”mml_a‘ [\I]Z(xm) - \IIZ(a> - d\I/Z(CL) (J}m — a)} =0
Notand .
Tom =y [i(zm) = ¥i(@) = d¥i(a) (zn — a)] = a(zn)
dVi(a)(zm — a) + a(zn)|[zn — al| = Wi(zm) — ¥i(a) >0, (4.51)

deoarece din z,, € U, rezultd ¥;(x,,) > 0 si, pentru c¢d i € A;(a), ¥;(a) = 0. Astfel din (4.51)
obtinem:
o — allld9:(a) () + )] = 0 = dWi(a)(hn) + @) > 0
si trecand la limita, rezultd d¥;(a)(h) >0, i€ A(a).
Presupunem ca nu toate d¥;(a)(h) = 0 pentru i € Ay(a). Cum df(a)(h) =
Z v;d¥;(a)(h), rezultd df (a)(h) > 0. Functia f fiind diferentiabild in a, avem:
€A (a)

Flwm) = £(a) + df (@) (m — @) + [z — allB(zm) cu I Blan) =0,

f(am) = f(a) = [lzm — all[df () (hm) + B(2m)].
Cum lim fB(x,) =0, 3 ny € Nastfel ca V.m > ny df(a)(hm) + B(zm) > 0, de unde
f(zm) > f(a) ceea ce contrazice alegerea girului (z,,). Asadar, d¥;(a)(h) = 0. Cum h gisit
verifica conditiile A # Ogn, dpg(a)(h) = 0 si d¥;(a)(h) =0, k = 1,s, i € A;(a), obtinem din
conditia 3 din ipoteza teoremei d®(a)(h) = 0.
Formula lui Taylor aplicatd functiei ® ne da

O(x,) = P(a) + d®(a)(xy — a) + %dQQD(rm)(xm —a), (4.52)

unde 7, este cuprins intre a si z,.
Observam ca ®(a) = f(a) si f(a) = D5 uwedpr(a) + 2iea, (o) vid¥i(a).
Fara a restrange generalitatea putem presupune n = 2, a = (o, %0), r = (£,7n). Atunci
e (r) (@ — x0)? + 2@, (r) (x — 20)(y — yo) + P2 (r)(y — vo)* =
= &l (a)(z — x0)? + 290, (a) (2 — 20)(y — o) + y2(a)(y — y0)? +
H@ (1) — ©a(a)](x — w0)? + 28, (r) — 5, (a)](x — 20) (y — yo) +
@y (r) = @2 (a)](y — o).
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Astfel relatia (4.52) devine

T — @

Bon) = B(a) + gid0(a) ( ) b = alP +2emllon — ol

[ — all

cu lim 7y(zy)=0. Avem

Tm—a

Bem) = B(a) + [ ~ alP [5P@)h) + (o).

hlimh d?®(a)(hm) = d*®(a)(h) > 0. Atunci 3 ng € N astfel ca V m > ny, ®(x,,) > ®(a). Dar

f(zm) > ®(xm) > ®(a) = f(a), ceea ce contravine presupunerii noastre. Astfel, afirmatia din
teorema este adevarata.

Observatia 4.12.4 Problemele de mazim se trateazd in mod analog.

Exemplu 4.12.2 1. Sd se demonstreze urmdtoarea inegalitate:

n

R R [x1+---+:cnr
- n .

2,2 0 42
Cautam minimul functiei f: R" - R f(x1,29,...,2,) = v+ T —; + 2 cu restrictia x1 +

o+ -+ xy = A
Consideram functia Lagrange:

2 2 2
ri+x5+---+x
L2 L —u(zr+zo+ -4z, — A).

O=f—-ulzi+a2+- +z,—A) =

n
Avem 0% 2 0D
Xy
oz, — U B (r1+ 22+ +xp)
2
Rezulta dect x; = %, A— % =0=u= i—‘;l, prin urmare,

2 2 2
2A
¢:x1+$2+ +$n_7(x1+x2+.__+xn_14).
n n2

Pe de alta parte,

2o 2 0*® o
871‘12 N ﬁ’ 8;1:1695] _07 VZ#]’

de unde d*® > 0, deci x; = % este un punct de minim al functiei f, asadar,

A A A\ nir A\2
f(xlax%---amn)Zf Ty, — | = nT — [ = ,

n n n

adicd

pitad g [m1+x2+'~+xn]
- >

2. Sd se determine minimul functiei f : R> — R

flay) = 5@ ) — 20— 4y
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—2x—y+7>0
—r—2y+5>0
x>0
y=>0

cu restrictiile: . Considerdm funciia

1
L= §(m2+y2)—2x—4y—01(—2x—y+7)—vg(—x—2y—|—5).

Dacd existd minimul functies f, acesta verificd urmdtorul sistem de conditii:

%:m—2+201+1j220

Rezolvind sistemul, gdsim printre alte solutii gi solufia: x = 1,y = 2,v1 = 0,vo = 1. Atuncs
functia @ este & = %(ﬁ +y?) — 22 — 4y — (—x — 2y + 5). Restrictia ¥(z,y) = —x — 2y + 5 este
activi; Vf(1,2) = —i — 25, VU¥(1,2) = —i — 25 de unde Vf(1,2) = V¥(1,2).

dW(1,2)(h) = 0 = dz + 2dy = 0,

ox " ox2
0P %P %P
Ay Y = Oy? " Oxz0y 0

Atunci d*®(1,2) = dz? + dy? = 4dy? + dy? = 5dy® > 0, deoarece dx = —2dy. Am obtinut astfel
ci punctul (1,2) este punct de minim.
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4.13 Metoda celor mai mici patrate pentru aproximarea unei
functii

Presupunem ci avem datd o functie f : [a,b] — R pentru care cunoagtem anumite valori
intr-un numar finit de puncte, date de urmétorul tabel:

€T ‘ I T2 e In

f@ v w2 o oy
Consideram functia ®(z; 0, a9, ...,0p), x € [a,b],p < n. Daca aproximdm functia f prin @,
atunci erorile obtinute in punctele z; sunt ¢; = g;(aq,a2,...,qp) = yi — P(zi;00,00,...,ap).
Exista situatii cind este bine sa gtim cat de mult diferd graficul functiei f de graficul functiei ®.
Metoda celor mai mici patrate consta in determinarea parametrilor aq, g, . . ., oy, astfel incat
functia £ = E(a,a2,...,a,) = Yo 7, care se numeste abaterea medie patraticd, sa fie
minim&. Cea mai intalnitd situatie este aceea, cdnd ® este o combinatie liniard de functiile

©1,92,...,Pp, adicd d a1, a0,...,ap € R astfel ca

O(z; 1,09, ) = a1p1(x) + agpa () + - - + appp(2).

Abaterea medie patratica este

E= Z — a1p1(x;) — agpa(i) — - - — appp(i))*.

Conditiile necesare de extrem sunt:
87 - _QZ —arpi (@) — azpa(i) = = appp(ai)lp; (i) =
J

o Z o1 ()i (i) + 02> palai)ps(mi) + -+ ap Y op(i)pj(ai)—
i=1 i=1 i=1

_ZyiSOj(l'i)] =0, j=TIp.
=1

Presupunem ci acest sistem admite cel putin o solutie. Avem

$E = Z 8a 8a Do 0o, dejday =2 Z (Z% i)k (@i ) dajdoy, =
k=1 k k=1
2

n p
= 22 Z(pj(xi)daj > 0,
i=1 \j=1

deci d?E este pozitiv definitd gi, conform teoremei 4.12.2, orice punct critic al functiei E este
punct de minim.

Exemplu 4.13.1 Fie functia f : [0, %} — R pentru care cunoastem urmatoarele valori:
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v [0 7 3
fl@y |1 -1 1

Vrem sd aprozimam functia f printr-o combinatie liniard de p1(x) = sinx, pa(z) = cosz.
Atunci ®(z; 01, ) = oy sinz + ag cos x, iar abaterea medie patraticd este

. 9 LT T\ 2
E = (1—apsin0—aycos0) —i—(—l—alslnz—agcosz) +

n (1 in ~ ”)2
— S —_ — COS — =
aisin o — az 5
2

1+ Q(Oq +ag)| +(1—a1)?

= (1-m)?+ 5

OF 2
= \f2 1—&-\2»(0414-0{2) —2(1—041):3CV1+042—2+\/§:0,

day

OF 2

e —2(1—042)-1-\/5 1+\2f(041+042) =a;+3a—2+V2=0.
2

1 /2

Rezolvand acest sistem oblinem oy = ag = 5 — 7. Funclia care aprozimeaza pe f este ®(x) =

1_ V2 (1+2)

(2 - 4> (sinz + cosx) cu eroarea pdtratici E = ~~———.

2. Sa se aprozimeze functia f : [1,9] — R printr-o dreaptd, dacd cunoastem anumite valori
ale functiei f date in urmdtorul tabel:

z |1 3
fl@)y |1 2

Deci ®(x, a1, a2) = a1 + ag. Abaterea medie patratica este E = (1 —aq — a2)2+ +(2 —3a;1 —
@2)? + (4 — 4oy — ag)? + (4 — 601 — @2)? + (5 — 8ay — a2)? + (3 — 9a1 — an)?;

4 6 8 9
4 4 5 3

OF

— = 20701 +3lag — 114 =0,

8&1

oF

— = 3lag+6as—19=0

80&2

. . : ‘ . 1
Rezolvdand acest sistem obfinem oy = %,ag = % st deci y =P = %(Em + 21).
Presupunem ci f; : [a,b] — R este o functie continud si ®(z, o, a2, ..., ap),2 € [a,b] o fam-

ilie de functii reale continue ce aproximeaza pe f. Rezultd atunci ci eroarea patratica (abaterea
patraticd) E = f; e2dz, unde € = e(z,1,9,...,0p) = f(z) — ®(z,1,09,...,0q,) este eroarea
rea-
lizatd prin aproximare. Vrem si determinam parametrii a1, oo, ...,q, astfel incat abaterea

patratica sd fie minima. La fel vom presupune ca ® este o combinatie liniard de functiile
©1,2, ..., ¢p, adicd F oy, ,...,ap € R astfel ca ®(z;a1,a2,...,0,) = a191(x) + agpa(x) +
-+ + appp(z). Abaterea patratica este

b
E= / [F(@) — a11(2) — anpa(®) — -+« — apipp()d.
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Conditiile necesare de extrem sunt date de urmatorul sistem:

oB
80éj

= 2fon [(er@estoriotoa [ oot

b b
+ay [ eyl - f(x)soj(x)dx}:o, j=Tp.

Presupunem ca acest sistem admite cel putin o solutie. Avem

p
d’E = Z Do, aakdajdak =2 Z [/ (1‘)d$} dojdag, =

k=1

2

= / Z(pj x)doj| dx >0,

deci d?E este pozitiv definitd gi, conform teoremei 4.12.2, orice punct critic al functiei E este
punct de minim.

Exemplu 4.13.2 1. Fiey =sinz,x € [O %} Sd se aprozimeze aceastd functie printr-o com-

binatie liniara a functilor p1(x) =1 gi pa(z) =

\>1

Avem ®(x;a1,00) = o + gz g1 E = fo sinr — a; — agz)?dz,

oF B us us us 2

— = 2 a1/2dx+a2/2xdm—/zsinxdx :ﬂal—l—lag—Q:O

oo 0 0 0 2

OE B jus ™ ™ 2 3

— = 2 ozl/Qxd:L‘Jrag/zszx/Q:Esinxdx :W—a1+£a27220.

80&2 0 0 0 4 12
Rezolvind sistemul, obtinem o = 4(67_2%), Qg = w, iar functia care aprorimeazd pe y
este ®(x) = 4(67T_2 ) + 12(7;3_ 4)33

4.14 Metoda gradientului

Fie f : A — R o functie de clasia C'(A), A = A C R" gi a € A. Dacd a nu este un punct
critic al functiei f, atunci cel putin una dintre derivatele f; (a) # 0, k = 1,n, adicd vectorul

df

grad f(a) # 0. Maximul, respectiv minimul derivatei s # 0 sunt atinse atunci cand s este
versorul gradientului lui f in a. Avem

) = Zf;i(a)si, s =(51,82,...,5n)
i=1

si notand oy = f; (a), i = 1,7n trebuie sa determindm extremele functiei g(s) = > 1" ass; cu
legatura s + s3 + - + s2 = 1. Atunci versorul s este coliniar cu vectorul (a1, ag,...,a,) =
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grad f(a). Daca notam g, = m, atunci s = £g,.
f,(a) 1 ~
2 i = (a) =1,
ma Zf“ Terad f(@)] ~ Tamad (@] 2 @

— / aﬂ__
a) ;fxz< )ngadf(a)H B

Definitia 4. 14 1 Fie f : A — R o functie de clasd
Cl(A), A = ACR";zaeA grad f(a) # 0. Se nu-
meste traiectorie de gradient pornind din a orice functie
g: 1 — A, gec CYI), unde I este un interval astfel
tncat 0 € I,9(0) = a, ¢'(t) = grad f(g(t)), Vt € I.

grad f(g(?))

Consideraim ¢ = (91,92,...,9n) © traiectorie de
gradient si h : I — R h(t) = f(g(t) =
f(gl(t>ag2(t)>"'7gn(t)> Vtel.

Atunci h € CY(I) si

Figura 4.12:

W) = fr,(g®)gh(t) + -+ [z, (9(£)gn (1),
gt = (91®), - gn.(1) = (f2,(9(®)), - fr, (9(1)))
W) = fi(g(t) + -+ f2 (9() = Il grad f(g())]* > 0.

Agadar functia h este monoton crescitoare, adicd valorile lui f cresc in lungul oricarei traiectorii
de gradient si descresc in cazul cand ¢'(0) = — grad f(a).

Teorema 4.14.1 Presupunem intervalul I de forma I = (tg,00) si cd existd limita
limy_,o0 g(t) = b € A. Atunci b este un punct critic al functiei f.

DEMONSTRATIE: Presupunem cid b nu este punct critic al functiei f, adica grad f(b) # 0.

Fie h: I — R h(t) = f(g(t)),Vt € I,h € CH(I). Avem limy_, h(t) = limy_ f(g(t)) = £(b)
si W' (t) = || grad f(g(t))||?. Deoarece f € C1(A), rezulta ca grad f € C°(A), prin urmare, 3 m >
0si V €V, astfel incat | grad f(z)||> >m, Vx € V.

Alegem punctul ¢; € I astfel ca g(t) € A, Vt >t gi avem

/t R (t)dt = h(t) — h(t1). (4.53)

t1

Pe de alta parte

/t B (t)dt = t | grad f(g(t))|/*dt > thdt =m?(t—t) (4.54)
t1 t1

t1

Din relatiile (4.53) si (4.54) se obtine h(t) > h(t1) + m?(t —t1), de unde rezultd lim;_o, h(t) = oo
f(b

ceea ce contrazice faptul ca lim;_,oo h(t) =

t
)-
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Observatia 4.14.1 1. Dacd functia f este de clasd C*(A) si b € A este un punct de mazim
pentru f, atunci existd V € Vy astfel incdt orice tratectorie de gradient care trece printr-un
punct din V' converge cdtre b.

2. Fie xy € A un punct fizat si construim un sir de puncte din A, (xy,), astfel: x1 = xo —
ay grad f(zo),. .., Tn = Tn—1 — ap_1 grad f(xp_1),..., 2 — b.

Exemplu 4.14.1 Utilizand metoda gradientului si se determine minimul functiei f(z,y) = 2%+
y? — 2z + 4y + 5. Observam cd f(z,y) = (x —1)% 4 (y +2)2, astfel cd punctul de minim este x =
1,y = =2, iar min f = 0. Alegem punctul inifial 11 = 2,y1 = 4; grad f(x,y) = 2(x—i)i+2(y+2)7,
grad(2,4) = 2i + 125 # 0. Punem x9 = x1 — alf;(xl,yl) =2—-201, Y2 = Y1 — Oqf?;(l‘l,yl) =
4(1 = 3aq); f(xa,y2) = 37(1 — 2a1)? are un punct de minim oy = % Rezultd xo = 1,y9 = —2
st deoarece grad f(1,—2) = 0, punctul (1,—2) este punct critic al functiei f. Pe de alta parte
d?f(1,-2) = 2(dz? + dy?®) > 0, deci (1,—2) este punct de minim.



Capitolul 5

Seril numerice

5.1 Serii numerice

Existd cazuri cand unui gir (a,) de numere i se poate atribui o suma. Pornind de la notiunile
de siruri, giruri convergente, operatii cu giruri, etc. ne punem problema extinderii acestor notiuni
in cazul sumelor unor multimi infinite.

Pe teoria seriilor se bazeaza diverse metode numerice, de exemplu construirea tabelelor de
logaritmi si de functii trigonometrice, precum si calculul anumitor constante importante ca e si
.

Definitia 5.1.1 Fie (a,) un gir de numere reale. Perechea de giruri ((ay),(sn)), unde s, =
> ko ar se numeste serie de termen general an.
Daca ((an), (sn)) este o serie de termen general a,, atunci vom nota aceastd pereche prin

D nen Gn 8 D07 o A SAU Y Qn.

Sirul (s;,) definit mai sus se numeste girul sumelor partiale asociat girului (ay,).

Observatia 5.1.1

1. So = Qo
ST = apg+ a1
S2 = ap+ar+az

Sp = ap+tapt+ax+---+ap
2. O serie Y nan este bine detez“minatd de girul sumelor partiale asociat; astfel, studiul
seriei se reduce la studiul sirului (sy). Intr-adevdr, dacd se considerd un gir putem forma o serie
Y nen Gn ale cdarei sume partiale sa fie (s,) in felul urmator:

apyp = So

a = 81— 80
a2 = 82— 81
Gn = Sp — Sp—1
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Definitia 5.1.2 Seria de numere reale ) . an se numeste convergentd dacd sirul sumelor
partiale (sp) este convergent. In acest caz, numdrul s = lim, . S, se numesle suma series
i se noteazd s = )y Qn.

Daca sirul (s,) al sumelor partiale nu are limitd sau are limita infinita, atunci seria ), cx Gn
se numeste divergentd.

Observatia 5.1.2 1. In caz de convergentd a seriei Y, .y Gn, GUEM:

n
s= lim s, = lim E ap = E an,.
n—oo n—oo
k=0 neN

2. Daca sirul (sn) al sumelor partiale nu are limitd atunci spunem cd seria ), .y an este
oscilantd.

Exemplu 5.1.1 1. Seria ) este convergentd si are suma egald cu 1, deoarece:

1
nzln(n+1)

i 1 " /1 1 1
y ;k(kJrl) ;<k k+1> ntl

2. Seria ), (V/n+1—/n) este divergenta, fiindca:

sn:i(\/k‘—k —VE)=vn+1-1— .

k=1

3. Seria ZnZl(—l)”Jrl este oscilantd, deoarece:

n

1, daca n impar . . L

Sp = g (—1)F1! = ’ b b , dar lim s, nu existd.
— 0, daca n par n—00

Definitia 5.1.3 Prin natura unei serii ), an se intelege proprietatea ei de a fi convergentd
sau divergentd.

Observatia 5.1.3 Fie seria )y an.

1. Dacd se schimbd ordinea unui numdr finit de termeni at seriei se ob{ine o noud serie, care
are aceeagi naturd cu seria inittald. In caz de convergentd, suma seriei obfinute coincide
cu suma seriei inifiale.

Dacd se schimbd ordinea unui numdr infinit de terment ai seriei, afirmaiia precedentd nu
este, in general, valabild.

2. Daca addugam sau suprimdm un numdr finit de termeni la o serie datd, atunci seria
obtinutd are aceeasi naturd cu seria inifiald. In caz de convergentd, suma seriei obfinute
va fi egald cu suma seriei date la care se adund sau scade suma termenilor addugati sau
suprimalis.

Intr-adevar, dacd ag,a, .. ., ap sunt termens suprimati, atunci seria obfinutd are sumele
parfiale t, = s, — sp, n > p+ 1, unde s, sunt sumele partiale asociate seriei date. Sirul
(tn) este convergent < sirul (s,) este convergent.
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3. Consideram seria b, construitd astfel: se aranjeazd toti termenii series an in
neN neN
grupe, in fiecare grupd afléndu-se un numdr finit de termeni consecutivi si se efectueazd
suma termenilor in fiecare grupd. Seria ), by este seria acestor sume.

Dacd seria ), o an este convergentd, atunci si seria ), o\ by este convergentd. Dacd seria
Y nen Gn este divergentd, dar nu oscilantd, atunci la fel este si seria ),y bn. Dacad seria
Y nen An este oscilantd, atunci nu rezultd neapdrat cd seria ), . by este si ea oscilantd. De
evemplu, seria Y., ~,(—1)"T! este oscilantd, dar seria >, < bn, unde by, = ay + ant1 =0,
¥V n > 1 este convergentd si are suma 0. -

1
—4q

Teorema 5.1.1 Seria ), q", ¢ € R este convergentd si are suma I daca |q] < 1 gi este

divergentd dacd |q| > 1.
DEMONSTRATIE:

1—gq

_ n+1
- n 1-¢" , dacd ¢ #1
n+1, dacd g=1

Sirul s, este convergent < |g| < 1, in care caz lim, o Sy, = %—q reprezintd suma seriei.

Definitia 5.1.4 Seria ), q", ¢ € R se numeste seria geometricd de ratie q.

5.2 Proprietati ale seriilor numerice si ale sumelor partiale

Observatia 5.2.1 Dacd seria ), .y an este convergentd, atunci sirul (s,) al sumelor partiale
este marginit.

DEMONSTRATIE: Seria ) .y @y, este convergentd < sirul (s,) al sumelor partiale este con-
vergent = girul (s,,) este marginit.

Observatia 5.2.2 Reciproca observatier 5.2.1 este, in general, falsd dupd cum se observd din
urmdatorul exemplu; seria Zn21(—1)”+1 desi are sirul sumelor partiale 1, 0, 1, 0 ... marginit
este divergentd.

Teorema 5.2.1 Criteriul necesar de convergentd
1. Dacd seria ), o an este convergentd, atunci a, — 0;
2. Dacd an 7+ 0, atunci seria Y, o\ an este divergentd.

DEMONSTRATIE: 1. > i
s, s €R; ap = sp41 — Sn — 0.
2. Rezultd din 1. si din (p — q) < (—g — —p).

an convergentd = girul (s,,) al sumelor partiale convergent, s, —

Observatia 5.2.3 Reciproca aﬁrma{iei 1 a teoremes 5.2.1 este, in general, falsa. Considerdnd

seria armonicd Y sirul ap, = = — 0. Aranjdm termenii seriei in grupe finite astfel:

n

n 2 3 4 5 6 7 8

n>1
+ Lo D)y
n=l41  2n=l4 2 2n S

n>1n’
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1 1 1 1
Son = < 2>_|_< >++<2n—1+1+2n—1+2++2n>>
_o2,2, +2n1>1+ Lo
2 4 on 2 2 2’
n ort

deci girul (son) are limita co. Sirul (s,) nu poate fi convergent, deoarece confine subgirul divergent

(san). Prin urmare, degi a, = 1

7 — 0, seria anl% este divergentd.

Teorema 5.2.2 Dacd seriile ), oy an 80 ), o bn sunt convergente, avind sumele s respectiv t,
atunci:

1. Seriile ) cn(an £by) sunt convergente si au sumele s % t;

2. Seria Y, cyaan, a€R, este convergenta si are sumele o s.

DEMONSTRATIE: 1. Fie (s;), (tn) respectiv (u,) sirurile sumelor partiale asociate seriilor
Y onel Ons Donen bn respectiv o (an + by).

n
un =Y (ap +by) = Zak—FZbk = $p + tn,
k=0

lim w, = hm (sn—i-t )—S—i-t,

n—oo
deci seria ), n(an+by,) este convergenta si are suma s+t. Analog se arata ca seria ), n(an—by)
este convergenta si are suma s — ¢.

2. Daca (vy,) este sirul sumelor partiale asociat seriei ) . @ @y, atunci

n n
’Un:E aak:ag A = Q Sy,
k=0 k=0

lim v, = lim as, =a lim s, = as.
n—oo n—oo n—oo

Asadar, seria ), .y ca, este convergentd si are suma a s.

Observatia 5.2.4 1. Daca seria Y, n(an + bn), respectiv -, oy(an — by) este convergentd nu
rezultd ca seriile ), o Gn §1 ) ,cn On sunt convergente. Pentru exemplificare considerdm seriile
Sosg (1)H2m i S L (—1)"2" care sunt divergente, dar seria Y., ~; 2" [(—1)"T + (=1)"] =
3,51 0 este convergentd. -

2. Dacd seriile Y oneN An 6 ey bn sunt divergente avind sumele +00 sau —oo, atunci cind
au sens s +t, as teorema 5.2.2 ramdne valabild st in aceste situafit. Dacd s +t nu are sens
natura seriei ), (an + by) poate fi oricum.

De exemplu seriile ), <, n si-2-1-4 -3 -6 - ... sunt divergente, iar seria suma Y ~,(—1)"
este oscilantd. - N
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5.3 Criterii de convergenta pentru serii cu termeni oarecare

Atunci cand studiem o serie de numere ne intereseazd doud aspecte gi anume: natura seriei,
iar in caz de convergenta suma ei.

Deseori este greu de aflat suma unei serii convergente, aga ci de cele mai multe ori ne rezumam
la aflarea naturii ei. Pentru a gisi suma aproximativa a unei serii convergente adundm un numar
suficient de mare de termeni ai sii pentru a aproxima suma seriei cu o eroare oricit de mica.

Cele mai importante sunt criteriile necesare si suficiente care stabilesc convergenta sau diver-
genta seriei.

In cele ce urmeazi stabilim criterii necesare, criterii suficiente gi criterii necesare si suficiente
de convergentd pentru seriile cu termeni oarecare.

Teorema 5.3.1 Criteriul general de convergen{d al lui Cauchy
O serie de numere reale ) .\ an este convergentd < V ¢ > 0, 3 n(e) € N astfel incdit
Vn>n(e) sivVp>1saavem

lan41 4 ango + -+ angp| < e. (5.1)

DEMONSTRATIE: Dacid s, = > ,_ ax este sirul sumelor partiale asociat seriei, atunci seria
Y nen Gn este convergentd < sirul (s,,) este convergent < (conform teoremei 2.4.7) sirul (s,,) este
sir fundamental < Ve >0, In(e) € N astfel incat Vn > n(e) i Vp > 1 avem |sp4p — sp| < €.
Insa

n+p n
Sp4p — Sn = § ap — E Ak = Ap41 + Api2 + - + Gnyp.
k=0 k=0

Observatia 5.3.1 Condifia (5.1) se numeste conditia Cauchy pentru serii.

Exemplu 5.3.1 Seria armonica generalizatd ), 4 n—la este divergentd pentru o < 1. Dacad
a <0, atunci n% # 0 gi conform teoremei 5.2.1 seria este divergentd. Fie acum 0 < a < 1,

€= lef st alegem n (Zl[) = N din teorema 5.8.1, p= N sin = N. Atunci:

1 1 1
an+1+an+2+"'+an+p = (N+1)a+(N+2)a++(2N)a>
. N _N _1
(2N)® = 2N 2’

asadar nu putem avea Ani1+any2+- - +apyp < lef, deci seria anl nLO‘ este divergentd si pentru
0<a<l.

Definitia 5.3.1 Fie ), . an 0 serie de numere. Se numeste restul seriei Y, .\ Gn Suma seriei
(dacd ewistd) ), anyp i se noteazd Ry =3 ~1 anip.

Teorema 5.3.2 O serie de numere reale )y an este convergentd < sirul (Ry,) al resturilor
seriei este un gir convergent catre zero.
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DEMONSTRATIE: Seria ) .y an este convergentd < (conform teoremei 5.3.1) V ¢ > 0,
d n(e) € N astfel incat V. n > n(e) i Vp > 1 |apy1 +ang2+ -+ anyp| < e &V p >
1 (30— an+k) = 0 n— 0o < R, — 0.

Teorema 5.3.3 Criteriul Abel (1802 - 1829) - Dirichlet (1805 - 1859)

Dacad seria ), o an este o serie de numere astfel incat sirul sumelor partiale asociat este
mdarginit, iar (by) este un gir de numere monoton descrescdator, b, — 0, atunci seria ZnGN anbn
este convergenta.

DEMONSTRATIE: Pentru orice p > 1 avem:

|an+1bp41 + @ns2bnio + -+ Anapbnipl = [bpt1(Snt1 — sn) +

+ bnt2(Snt2 = Sn41) + + bngp(Sntp — Snp-1)| =

=|—bpy15n + Sn+1(bn+1 —bny2) + Snt2(bny2 — bpys) + -+ (5.2)
+ Sntp—1(0ntp—1 = bntp) + bntpsnp| < bntilsn| + (bnt1 — buta)|snv1| +

+ (bnt2 — bpis)[snt2| + - + (Bnp—1 = bntp)[Snp—1] + bpipSnapp|

Deoarece sirul (s,) este marginit = 3 M > 0 astfel incat |s,| < M, V n € N. Atunci
inegalitate (5.2) devine:

|an 10041 + Any2bnya + - 4 angpbnip] < M(byg1 + bpg1 — bpya+
(5.3)

+bnyo —bpyz + -+ bn+p*1 - bn+p + bn+p) =2Mbp1

Intrucat b, — 0 avem V ¢ > 0, In(e) € N astfel incat b, < ﬁ, V' n > n(e) si atunci din (5.3)
rezultd
]an+1bn+1 + an+2bn+2 +---+ an+pbn+p| <eE.

Prin urmare, verificindu-se conditia Cauchy pentru seria ), anb, obtinem convergenta aces-
teia.

COSs nw

Exemplu 5.3.2 Seria ), -, TT este convergentd. Intr-adevar, avem

n 4 T

3 kr sy (a4 D

Sp = COS —— = ——7 COS , Vn>1
P 4 sin & 8

1

§t |sn| < T Vn>1,iarb, = % converge descrescator catre zero.

8

.

5.4 Serii alternate

Se numegte serie alternata o serie pentru care produsul a doi termeni consecutivi este negativ,
adicd o serie de numere reale de forma >, .y(—1)"an sau Y, cy(—1)""ay,, unde a,, > 0,V n € N.

Teorema 5.4.1 Leibniz (1646 - 1716)
Daca intr-o serie alternatd Y, o (—1)"by sirul b, converge monoton descrescator catre zero,
bn \\ 0, atunci seria alternatd este convergentd.

DEMONSTRATIE: Aplicim teorema 5.3.3 pentru a, = (—1)" gi b, din enunt. Sirul sumelor
partiale asociat seriei ) .y @n, (Sn) este marginit, deoarece s, € {0,1}, Vn > 0.
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Exemplu 5.4.1 Seria armonicd generalizatd olternatd ZnZI(—l)”n—la este convergentd pentru

a > 0, deoarece atunci n—la N\ 0.

In continuare ne propunem sa aproximam suma unei serii alternate.

Teorema 5.4.2 Dacd intr-o serie alternatd Zn21(—1)"+1an in care girul (a,) converge monoton
descrescator catre zero, inlocuim suma s a seriet cu suma partiald s, o unui numdr finit n de
termens, obfinem o eroare mai micd decdt primul termen neglijat any1. Eroarea este prin lipsd
dacd n este par, si prin adaos dacd n este impar.

DEMONSTRATIE: S2p4+1 = S2n—1 — (G2n, — @2n41) < S2p—1
Son = Sop—2 + (A2n—1 — G2p) > S2p—2
Agadar, girul sumelor partiale impare (s2,—1) este descrescator, iar girul sumelor partiale
pare (S2,) este crescator, amandoua fiind convergente, deoarece sunt subsiruri ale girului sumelor
partiale (s,), care este convergent. Avem

Sy L8y < vv s 8y oo S8 <81 <00 <83 <81
0 < San41 — Son = G2n41 = S — S2n < 241,
0 < Sant1 — Sant2 = A2n42 = S2n+1 — S < d2n+2,
adica
0<(=1)"(s—sn) < apt1, Vn>1.
Prin urmare, aproximand suma s a seriei cu suma partiala s,, eroarea absoluta este cel mult

egalad cu an41.

1

Exemplu 5.4.2 Consideram seria ), ~n(—1)"=5 careia i vom calcula suma cu aprozimatie
= n

1 1
<
(n+1)3 = 10%

mai mica decat 1072, Alegem n > 1 minim astfel ca anyq1 < adicd

1
10%”
n=4sis~si=—1+3%— 57+ g = — 1998 ~ —0,806412

Obtinem

5.5 Serii absolut convergente

Definitia 5.5.1 O serie de numere reale ), .y an se numeste absolut convergentd dacd seria
modulelor ), . |an| este convergentd.

O serie de numere reale ) .\ an care este convergentd, dar pentru care seria modulelor nu
este convergenta se numeste semiconvergenta.

Teorema 5.5.1 Orice serie de numere absolut convergentd este convergentd.

DEMONSTRATIE: Fie seria ) @, absolut convergenta. Atunci seria modulelor fiind con-
vergentd are loc conditia Cauchy pentru aceasta, adica: V e > 0, In(e) € N, astfel incat
Vn>n(E)siVp>1  |apgr] + |ansa] + -+ |antp| < €. Dar |aps1 + apg2 + -+ + angpl <
lant1| + |ant2| + - + |antp| < e,V n >n(e) siVp > 1. Asadar, se verificd conditia Cauchy
pentru seria )y an; rezultd ca seria ) . an este convergenta.

Observatia 5.5.1 1. Seriile cu termeni numere reale pozitive, convergente sunt absolut conver-
gente.

2. Reciproca teoremet 5.5.1 nu este, in general, valabild, dupd cum se va observa din urmd-
torul exemplu.
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Exemplu 5.5.1 1. Seria ZnZI(—l)”n—la pentru o > 1 este absolut convergentd.

2. Seria anl(_l)nn% pentru 0 < a < 1 este semiconvergentd, deoarece seria modulelor
este seria armonicd generalizatd, care este divergentd dacd o < 1.

Una dintre proprietitile remarcabile ale seriilor de numere absolut convergente este cea refer-
itoare la schimbarea ordinii termenilor.

Teorema 5.5.2 Dirichlet (1805 - 1859)
Dacad intr-o serie absolut convergentd se schimba ordinea termenilor objinem tot o serie ab-
solut convergentd st cu aceeasi sumd.

DEMONSTRATIE: Fie ) a, o serie absolut convergenta cu suma s. Consideram o : N — N
o aplicatie bijectivd (permutare a multimii numerelor naturale) si ), <y @ (n) seria obtinuta din
seria ZneN an prin permutarea termenilor sii.

Notam cu (sy), respectiv (s;,) sirurile sumelor partiale asociate seriilor )y an, respectiv
> nen Go(n)- Dacd € > 0, deoarece seria ), oy an este absolut convergenta, exista N = n(e) € N
astfel incat sd avem |s — sy| < % si

3 .
lan+p| +lanipii| +- - lavig <5 ¥p21 1 Va>p.

Alegem un numir natural Ny = ni(N) € N astfel incat V m > Ny s), si contind ter-
menii aj,as,...,ay. Pe langd acesti termeni s/, va contine si alti termeni pe care-i notidm
AN+k1y AN4kos -+ s AN+kpy, - Avem

g
laN vk + ANty o F ANk | S AN i | AN 1o+ F N g, | < 0 Ym 2N,

adica |s,, — sy| < % , Ym > Nj.
Pentru orice m > Nj obtinem

£ €
/ / /
Is —s,| =|s—snv+syv—s,| <|s—sn|+]s, —sn| < §+§:5;

. ;L . . . y .
astfel lim, .o 5, = s, deci seria ) ag(n) este convergentd si are aceeagl suma s ca i seria

anN ap,.
In continuare se aplica acelasi rationament pentru seriile ),y |an| s D, cn |@o(m)l-

Observatia 5.5.2 1. Seriuile absolut convergente au o proprietate asemdandtoare cu aceea a sumes
unet mulfimi finite, st anume comutativitatea.

2. Pentru a efectua suma elementelor unei multimi infinite de numere (dacd existd), nu are
importantd ordinea in care le adunam.

3. Pentru seriile numerice semiconvergente aceastd proprietate nu se mengine.

Teorema 5.5.3 Riemann (1826 - 1866)

Daca ZnGN an este o serie de numere reale semiconvergentd, atunci printr-o permutare a
termenslor putem obtine:

a) o serie convergentd cu suma un numdar arbitrar dat;

b) o serie divergentd;

c) o serie oscilantd.
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DEMONSTRATIE: a) Seria ) .yan fiind semiconvergentd, rezultd cd seria modulelor
> onen lan| este divergenta.

Notdm s, = >y Gk, Op = Yy |ak|, cu u, suma termenilor pozitivi care se afla printre
primii n termeni ai sirului (a,), si cu —v, suma termenilor negativi care se afli printre primii n
termeni ai girului (a,), Vn > 1.

Avem s, = Up — Uy 81 Oy = Un + Vn, V1 > 1. Atundi u, = S”—FTU” siv, = U”T_S”,Vn > 1.
Deoarece limy,_, o 0y, = 00, seriile formate cu termenii pozitivi, respectiv cu termenii negativi ai
seriei )y @n au sumele oo, respectiv —oo.

Fie o € R un numar dat. Vom construi printr-o schimbare a ordinii termenilor seriei ) | -y an
o serie convergentd cu suma «. Pentru aceasta, ludm in ordinea in care apar in seria ZnGN an
cel mai mic numéir de termeni pozitivi a ciror suméa este mai mare decit . Dupa aceea vom
lua in ordinea in care apar in seria )\ @, cel mai mic numar de termeni negativi astfel incat
suma termenilor considerati de la inceput s fie mai mica decat a. Continuand acest procedeu
aranjam toti termenii seriei )y @y, intr-o alta ordine.

Daca A, sunt sumele partiale ale seriei construite si dupa primele n operatii avem m,, termeni
pozitivi si negativi luati, atunci:

A >a, A3 > a,..., Ap, > «a, dacdn este impar gi
As<a, Ay <a,..., An, <a, dacin este par.

Daca n este impar, cum m,, este cel mai mic numar de termeni luati astfel incat A4,,, > a,
atunci 0 < Ay, — am, < o, deunde 0 < A,,, — @ < ap,,- Dacd n este par, in mod analog avem
Am,, —am, > o, deunde 0 < a— A, < —an,.

Prin urmare, obtinem:

oo — A | < lam,| Vn>1. (5.4)

Deoarece seria ), @, este convergentd, a, — 0, deci ay,,, — 0 cand n — oo. Din (5.4) rezulta
ca Ay, — o, n — 0.

Dupa modul de constructie a noii serii se observi, ci orice sumi Ay este situatd intre doud
sume A, consecutive, una de ordin par, iar cealaltd de ordin impar:

Amzn S Ak S Am2n+17
si, cum Ay, Amg,y, — o, n— 00, girul (A4,) are limita a.

b) Procedam in mod analog ca la punctul a. Alegem un numar de termeni pozitivi astfel
incat suma lor s fie mai mare decat 1, apoi addugdm un termen negativ. Alegem in continuare
un numadr de termeni pozitivi astfel incit suma tuturor termenilor alesi sa fie mai mare decét 2,
apoi addugdm un termen negativ. Continuand procedeul, la al n-lea pas, addugdm un numar de
termeni pozitivi astfel ca suma tuturor termenilor alegi s fie mai mare decat n i apoi addugim
un termen negativ. Seria astfel construita este divergenta.

¢) Acum vom construi o serie oscilanta pornind de la seria ) . an. Alegem un numar de
termeni pozitivi avand suma mai mare decat 1 gi addugidm un numair de termeni negativi, astfel
ca suma tuturor termenilor alesi si fie mai micd decit 0. In continuare, addugim un numar de
termeni astfel ca suma tuturor termenilor alesi si fie mai mare decat 1, g.a.m.d. Sumele obtinute
formeazd un gir care nu are limitd. Prin urmare, nici sirul sumelor partiale al seriei nu are limita
si seria astfel construita este oscilanta.
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5.6 Serii cu termeni pozitivi

Definitia 5.6.1 O serie de numere ) .y an se numeste serie cu termeni
pozitivi dacd existd un rang incepdnd de la care toti termenii seriei sunt strict pozitivi, adicd
3N € N astfel incit a, >0,V n >N.

Observatia 5.6.1 1. Deoarece obiectul studiului nostru la sertile cu termeni pozitivi 1l constituie
natura acestora gi, cum prin suprimarea unui numdr finit de termeni ai unes serii nu se modificd
natura ei (ci doar suma in caz de convergentd), vom considera serii in care toti termenii sunt
strict pozitivi.

2. Criteriile pe care le vom enunia pentru seriile cu termeni pozilivi constiluie criterii de
absolut convergentd pentru serii cu termeni oarecare.

Teorema 5.6.1 Criteriul monotonies
Daca sirul sumelor partiale (s,) asociat unei serii cu termeni pozitivi ) an este marginit,
atunci seria Y, . Gn este convergentd.

DEMONSTRATIE: ,irul (s,) este strict crescitor, deoarece
Sntl = Sn+ant1 > Sn,  (apy1 >0), VneN,

i, cum din ipotezd (s,) este marginit, atunci (s,) este convergent, deci seria
convergenta.

nenN an este

Observatia 5.6.2 Dacd girul sumelor partiale asociat unei serii cu termeni pozitivi este
nemdrginit, atunci seria este divergentd.

Exemplu 5.6.1 Pentru o > 1 seria Riemann ZnEN 1a este convergentd. Scriem girul sumelor
partiale (sp,) sub forma:

s —i+1+i+1+i+il++
2n-1 = 2 3o 5o 6o 7o

1 1 1
+ (2(n1)a + (2(n_1) n 1)a 4+t 7(2n — 1)a> <

12 2 2t
< *+7+2%+ +2(n71)a_
L T N oy M At o oy
_l-sew 1 _ 1
l1-5ty 1—5y 12170

Jirul sumelor partiale fiind mdrginit conform teoremei 5.6.1, rezultd cd seria Riemann
Zn>1 —& este convergentd pentru o > 1.

Teorema 5.6.2 Criteriul de comparatie cu inegalitati [

Consideram seriile cu termeni pozitivi ZnEN Qs ZnEN b, si presupunem cd eristd un numar
natural N € N astfel incit a, < b,, Vn > N.

1. Dacd seria ), o bn este convergentd, atunci seria ), an este convergentd.

2. Daca seria ), oy Gn este divergentd, atunci seria ) by este divergentd.
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DEMONSTRATIE: 1. Putem presupune ci a, < b,,Vn € N, dupa ce in prealabil am modificat
primii N — 1 termeni (neschimband in felul acesta natura seriilor).
Fie (sp), respectiv (t,) sirurile sumelor partiale asociate seriilor ) an, respectiv ) by.

n n
sn:Zakgz:bk:tn , Vn>1 (5.5)
k=1 k=1

Dacad seria ) .y by este convergentd, atunci girul (¢,) este marginit. Din (5.5) rezulta ca si girul
(sn) este marginit si, conform criteriului monotoniei, obtinem seria )y @, convergenta.
2. (p=a) & (mg= ).

Exemplu 5.6.2 1. Seria ), -, —
=In

ﬁ este convergentd, deoarece nz\/ﬁ

iar seria Y, < % este convergentd (seria armonicd pentru o = 2.)
=tn

2. Seria anl \/ﬁ este divergentd, deoarece % < ﬁ, V' n > 2, iar seria armonicd

<%,Vn21,
n

anl% este divergentd.

Observatia 5.6.3 Fie ) Gn, > ,cnbn doud serii cu termeni pozitivi.
Daca 3N € N astfel incit a, < by, Vn > N, iar seria ZneN ap este convergentd (sau seria
Y nen bn este divergentd), nu putem spune nimic, in general, despre natura celeilalte serii.

Teorema 5.6.3 Considerdm ),y Gn §1 ), cnbn doud serii cu termeni pozitivi.

VT an . . o . .
1. Dacd hmn_,oom < 00 §i seria Y,y bn este convergentd, atunci seria Y, o an este con-
vergentd.

3 . An - . . . .
2. Daca 0 < hmn_,OOE i seria Y. oy an este convergentd, atunci seria ), bn este con-
vergentd.

8. Daca 0 < lim, A

. an, . o .. Lo o
n—o0 fr < hmn_mm < 00 atunci cele doud serii au acetasi naturd.

DEMONSTRATIE: 1. Fie l = Rn%@g—n < 00 sl < o < oo un numar fixat. Din teorema
n

2.5.2 rezultd cd 3N € N astfel incat Z—" <a,Vn2>N,deda, <ab,, Vn>N.Conform

teoremei 5.6.2 obtinem cerinta punctulgi 1.
2. Fieb = himn—m% > 01 0 < o <! unnumar fixat. Din teorema 2.5.2 rezulta ca 3N € N
n

astfel Incat % >a, Yn > N,decib, < éan. Conform teoremei 5.6.2 obtinem cerinta punctului
n
2.
3. Rezulta din 1 si 2.

Corolarul 5.6.1 Consideram cd ), nan §6 Y ,cnbn sunt doud serii cu termeni pozitivi gi

g, o fo) .
presupunem cd existd limita limy, oo b—" =1inR.
n

1. Dacdl =0 gi seria Y, _nbn este convergentd, atunci seria Y, _nan este convergentd.

neN neN
2. Daca | = oo si seria ), . bn este divergentd, atunci seria ), . an este divergentd.

3. Daca 0 <1 < oo, atunci cele doud serii au aceeast naturd.
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1
Sin 5
Exemplu 5.6.3 1. Seria Zn21 sin# este convergentd, deoarece lim,_, 17’L =1, iar seria
n?
D>t # este convergentd.
1
2. Seria Y.~ ﬁ este divergentd, deoarece lim, @ = 00 §i seria Y5 % este
n

divergentd.

, 1 § . o 1
8. Seria ), 51 2y este convergentd, deoarece limy, oo 4= =0 si seria )~ 3 este conver-

n!

gentd.

Teorema 5.6.4 Criteriul de comparatie cu inegalitat 11
Considerdm ),y Gn §i Y, cx bn doud serii cu termeni pozitivi si presupunem cd existd un
numdr natural N € N astfel incdt

an+1 < bn+1
an — by 7

Vn>N.

1. Daca seria Y, oy bn este convergentd, atunci seria ), o Gn este convergentd.

2. Dacd seria ),y an este divergentd, atunci seria ), by este divergentd.

DEMONSTRATIE: Din Ontl < b”“, vV n > N oblinem Ontl < a—”, V' n > N. Peniru
[ b, b1 b,

orice p > 1 avem:

=z

AN+p <aN+p—1 <. < a

)

=

bNyp — bNyp-1

anNyp < abyip, unde o = Z—]]\\; > 0. Cum a, < ab,, YV n > N aplicind teorema 5.6.2 seriilor

Y onen On 6 Y ey @by demonstratia teoremei este incheiatd.

Exemplu 5.6.4 Seria ), -, (%)n% este divergentd. Deoarece pentru orice n > 1 e <

1 n+1
(1 + ﬁ> avem:

1\ ! n _1
n n—+1 -

1T Seriaq Zn>1% este divergentd, conform teoremei 5.6.4, rezultd ca seria este Y -4 (%)
divergentd.

n 1
n!

Teorema 5.6.5 Criteriul de condensare al lui Cauchy
Daci ),y an este o serie cu termeni pozitivi pentru care sirul termenilor (ay,) este monoton
descrescdtor, atunci seria ), .y Gn are aceeasi naturd cu seria y 2" agn.
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DEMONSTRATIE: Fie k € N, 25 < n < 281 — 1 4i notam o}, = Y%, 2%ay: sirul sumelor
partiale asociat seriei ) 2"agn.

Presupunem seria ), .y an convergentd. Atunci sirul sumelor partiale asociat acestei serii,
(sn), este marginit. Avem

Sn = a1+az+---+ap >
> (CL1+CL2)+(a3+a4)+...+(a2k_1+1+a2k_1+2+...+a2k)Z
1 1
> §(a1+2a2+22a22 ot 2Pap) = 5%

deoarece girul termenilor (a,) este monoton descrescitor. Deci oy < 28,, Vk € NgiV ok < p <
2F1 — 1. Rezultd ca sirul (o) este marginit si, conform criteriului monotoniei, seria 3, o 2"agn
este convergenta.

Presupunand seria Yy 2"agn convergentd, rezulta ca sirul (o) este marginit. Avem

neN
S, = a1+ax+---+a, <
< a1+ (a2 + a3) + (as + as + ag + az) + -+ + (agk + ages1 + -+ + agrs1_q)
< a1+2a2+22a22+---—|—2ka2k:ak,

deoarece sirul (a,) este monoton descrescitor. Asadar s, < o, Vk € N gi
Vok < <okl 1

Rezulta astfel ca sirul (s,) este marginit i, conform criteriului monotoniei, seria ), .y an
este convergenta.

Exemplu 5.6.5 1. Aplicam teorema 5.6.5 seriei anl n%’ a>0.

Pentru o > 0 seria Riemann ), <, n% are aceeast naturd cu seriq

rpa=L(ea)

n>1 n>1

1

Ultima serie este convergentd (serie geometricd) < 5a-T <1, adicd o > 1.

2. Consideram seria )y, <o m Conform criteriului condensarii aceasta serie are aceeass
naturd cu seria
> s =
27 In 2 nin2’
n>2 n>2

care este divergentad.

Teorema 5.6.6 Criteriul radical al lui Cauchy
Considerdm ),y Gn 0 serie cu termeni pozitivi.

1. Dacd 3q,0 < q<1si AN € N astfel incit {/a, < q, Y n >N, atunci seria ), xan
este convergenta

2. Daca 3 N € N astfel incit /a, > 1,V n > N, atunci seria ), . an este divergentd.

DEMONSTRATIE: 1. {/a, < ¢, Vn >N & a, < ¢% Vn > N. Cum seria ) nq" este
convergenta (¢ € (0, 1)), atunci, conform teoremei 5.6.2, rezultd cd seria ), .n @, convergenta.

2. Daca /a, >1,Yn>N & a, >1,Vn > N sideci a, /4 0. Conform teoremei 5.2.1 seria
Y nenN On este divergenta.

O alta forma a criteriului radicalic este data in urmétorul corolar.
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Corolarul 5.6.2 Consideram ZnGN an 0 serie cu terment pozitivi gt 1 = limy, oo ¥ay,.

1. Dacd l < 1, atunci seria ), Gn este convergentd.
2. Dacd | > 1, atunci seria ), . Gn este divergentd.

3. Daca l =1, atunci nu se poate spune, in general, care este natura seriet.
DEMONSTRATIE: 1. Din [ = lim, .o {/a, <1 = Vi< qg<1, 3N =n(q) €N astfel incat

P/an < q, Vn > N. Atunci, conform teoremei 5.6.6, seria ) . an este convergenta.
2. Deoarece | > 1, 3 N = n(l) € N astfel incat /a, > 1,V n > N si, conform teoremei

5.6.6, seria )y Gn este divergenta.
3. Fiea, = € R; limy, o0 a, = lim, 7{1/717 =1, dar seria este convergenta pentru

a > 1 gi divergentd pentru o < 1.

Corolarul 5.6.3 Forma practicd a criteriului radicalic
Considerdm ), .nan 0 serie cu termeni pozitivi §i presupunem ca ezistd limita | =

lim,,—co ¥ay,.
1. Daca l < 1, atunci seria ), N Gn este convergentd.

2. Daca | > 1, atunci seria Y, N Gn este divergentd.

8. Dacd | = 1 natura seriei ), . an poate fi oricum.

Exemplu 5.6.6 1. Fie seria )~ %
mEA
Avem
. 2, dacan este impar
Van = g——— =
5+ (=" % , dacdn este par

limy, oo ¥an = 2 > 1, deci seria datd este divergentd.
_1\yn "
2. Fie seria )~ [24_(51)} :

daca n este impar
., dacdn este par
limy,—o0 W/l = % < 1, deci seria datd este convergentd.

np
3. Fie seria )~ a" (nT—I-l) ,a>0gipeR

1 p
\”/an:a<n+ > — a.

n

Dacd 0 < a < 1 seria este convergentd, iar dacd a > 1 seria este divergentd.

np
Pentrua =1, a, = (nTH> — eP, deci an 4 0 si in acest caz seria este divergentd.
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Teorema 5.6.7 Criteriul raportului al lui D’Alembert (1717-1783).
Considerdm ),y Gn 0 serie cu termeni pozitivi.

1. Daca 3q, 0<qg<1gi 3N €N astfel incit agi:l <q, Yn >N, atunci seria Y, N On
este convergenta.

2. Daca 3 N € N astfel incit agi:l >1, Vn >N, atunci seria ), N 0n este divergentd.

DEMONSTRATIE: 1. ag—:l <q, Vn>N<&ant1 <qan, Vn >N Avem

any1 < gan
2
any2 < qany1 < qan
an+p < qan4p-1 <---<dPany , Vp>1

Intrucat g € (0, 1) seria >_p>14Pan este convergentd si atunci, conform teoremei 5.6.2, rezulta
ca seria ZPZI an+p este convergenta, iar din observatia 5.6.1, obtinem seria ZneN a, conver-
genta.

2. ag—:l >1,Vn>N & apr1 > an, ¥V > N, deci girul termenilor este un gir de numere
pozitive, crescator, prin urmare a, 4 0. Conform teoremei 5.2.1 seria ZneN an este divergenta.

O alta forma a criteriului raportului este datd in urmatorul corolar.
Corolarul 5.6.4 Consideram ), n Gn 0 serie cu termeni pozitivi.

Gn+1
an

1. Dacd lim,,_,~ < 1, atunci seria ) . an este convergentd.

- a . . y
2. Dacd lim,,_, g:l > 1, atunci seria ), . Gn este divergentd.

DEMONSTRATIE: Din Iy = m,ﬁoo“g:l < 1 si teorema 2.5.2 rezultd ca V Iy < q < 1,

I N =n(q) € N astfel incat si avem

An+1
Qp

<q¢ , VYn=N,
si, conform teoremei 5.6.7, obtinem seria ) _n an convergenta.

2. Din [ = lim,,_, agzl > 1 gi teorema 2.5.2 rezulta cd 3 N = n(l;) € N astfel incat sa
avem

an+1
Gn

>1 , Vn=>N,

si, conform teoremei 5.6.7, obtinem seria ) _n an divergenta.

Corolarul 5.6.5 Forma practicd a criteriului raportulus.

Consideram ZneN o serie cu termenst pozitivi st presupunem cd exista limita

an+41
077

[ = lim,— o
1. Daca |l <1, atunci seria ), . Gn este convergentd.

2. Dacd | > 1, atunci seria ), Gn este divergentd.
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3. Dacd | = 1, natura seriei ) . Gn poate fi oricum.

Exemplu 5.6.7 1. Fie seria Y, 200" ™"

nt1 _ o(=1)" M —n—1—(=1)"+n _ 92(-1)""'-1 _ %7 daca n  par
Gn 2, dacd n impar
Atunci )
_— An+1 . An+1
limp, \oo——=2>1, lim, . ——=-<1,
T, = % ay, 8

deci criteriul raportului nu da nici o informatie asupra naturit seriei. Observam cd

- [ (=D)"-n 1
lim ¥a, =lim, .52 » ==<1

n—oo 2

. . . . B . . J— n__ 9
si, conform criteriului radicalic, seria ), N 2=D"="1 este convergentd.

2. Dacd | = 1 nu se poate afirma, in general, care este natura seriei. Aplicdnd criteriul

. . . o a
raportului pentru seria armonicd generalizatd ), n% avern =+l — (n :L_ I
n

(07
) — 1, insd serta

este convergentd pentru o > 1 gi divergentd pentru o < 1.

Teorema 5.6.8 Criteriul lui Kummer (1810 - 1893)
Considerdm ), . Gn 0 Serie cu termeni pozitivi.
1. Daca existd un gir (uy) de numere pozitive, un numdar o > 0 gi un numdr natural N € N

astfel incat
Qn

Un —Upt1 > , Vn>N,

Ap41
atunci seria ), o Gn este convergentd.

2. Dacd existd un sir (u,) de numere strict pozitive astfel ca seria ), % sa fie divergentd
st existd un numdr natural N € N astfel incdt

Gn

Unp, _un—‘,—léo ) VTLZN,

an+1

atunci seria ), o On este divergentd.

DEMONSTRATIE: 1. Dupé o eventuald renumerotare a termenilor putem presupune ca

a
Up —— —Upp1 > , YVn>1 (5.6)
Ap+1
Din inegalitatea (5.6) avem
Uy Ap, — Up+10p+1 = X Opt1 Vn> 1,

adicid
u1a] — U2a2 = a
U209 — U3a3 > aas

UpQp — Up41Gptl = Aapyr , n=>1

Adunand aceste inegalititi obtinem:

ULA] — Upt1Gpt+1 > @ (a2 + a3+ +any1) , Yn>1,
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ar(ur + @) —Upp1ane1 > aar +az+ - app1) = asppr , Yn>1,
unde (s;,) este sirul sumelor partiale asociat seriei ) Gn.
Atunci
al(u1-+-a)
aSpt1 < arp(up + @) — upp1ant1 < a1(u+ @), spp1 < — Vn>1,

prin urmare, sirul (s,) este marginit si, conform criteriului monotoniei, rezulta seria ) . an

convergenta.
2. Din inegalitatea un#il —Upt1 <0, Vn > N rezultd ca

1

a Py
HHZM Vn>N.

1 Y
an E

Din teorema 5.6.4 aplicata seriilor D nan 81 ) en % obtinem cd seria ) . an este
divergenta.

Corolarul 5.6.6 Consideram ), an 0 serie cu termeni pozitivi.

1. Dacad existd un sir de numere pozitive astfel incdt

. Qn,
Lh=lim, ,|u,——

- un+1> > 07
an+1

atunci seria Y, N Gn este convergentd.
S . . . . 1 . . y
2. Dacad existd un sir (up) de numere strict pozitive astfel ca seria ), Ty, S0 fie divergentd

st dacd
an

Iy = limy,— oo (un — un+1> <0,

Gn+41

atunci seria Y, N Gn este divergentd.

DEMONSTRATIE: 1. Din l; = lim,,_, (un#il — un+1> > 0 si teorema 2.5.2 avem c& pentru
orice 0 < a < Iy, 3 N € N astfel incat

Qan

Up, —Upp1 > , Vn>N.

an+1

Atunci, conform teoremei 5.6.8, seria ), _n an este convergenta.

2. Din Iy = lim,,— 00 <un#il — un+1) < 0 gi teorema 2.5.2 existd N € N astfel incat

an

Unp, — U1 <0 , Vn>N.

Gn+41

Atunci, conform teoremei 5.6.8, seria Y _ a,, este divergenta.

Corolarul 5.6.7 Forma practicd a criteriului Kummer
Consideram ZneN an 0 serie cu termeni pozitivi, (un) un gir de numere strict pozitive si

presupunem cd existd limita
. Gnp,
[ = lim [ u, — Unt1 | -

n—00 \ " ny1
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1. Daca l > 0, atunci seria ), N Gn este convergentd.
2. Daca l <0 gi seria ), cn i este divergentd, atunci seria ), . G este divergentd.

3. Dacd | = 0, atunci natura seriei ), . Gn poate fi oricum.

Observatia 5.6.4 In criteriul lui Kummer ludnd w, = 1 se obtine criteriul raportului
D’Alembert.

Teorema 5.6.9 Criteriul lui Raabe - Duhamel (1797 - 1872).
Consideram ), . Gn 0 Serie cu termeni pozitivi.

1. Dacd existd un numdr o > 1 st un numdr natural N € N astfel incadt

n(an —1)204 , Vn>N,
An+1

atunci seria Y, o Gn este convergentd.

2. Daca existd un numdr natural N € N astfel ca

n(an —1>§1 , Vn>N,
Gp4-1

atunci seria ), N Gn este divergentd.
DEMONSTRATIE: Criteriul lui Raabe - Duhamel este un caz particular al criteriului Kummer,
atunci cand u,, = n.

Alte forme ale criteriului Raabe Duhamel sunt date de urmatoarele corolare.

Corolarul 5.6.8 Consideram ), n an 0 serie cu termeni pozitivi.

o s a . . o
1. Daca lim,, . n (anil — 1) > 1, atunci seria ), N Gn este convergentd.

. Dacd limy,_ oo [ 222 — , atunct seria a, este divergentd.
2. Dacd l a —1) <1, at neN te divergent

Corolarul 5.6.9 Forma practicd a criteriului Raabe - Duhamel
Considerdm ZHGN an o0 serie cu lermeni pozitivi §i presupunem ca ezistd limita | =

. a
lim,,—con (

1. Dacd l > 1, atunci seria ), . Gn este convergentd.
2. Dacd | < 1, atunci seria ), Gn este divergentd.

3. Daca l =1, atunci natura seriei ZneN an poate fi oricum.

Observatia 5.6.5 De reguld, criteriul Raabe - Duhamel se aplicd atunci cand, folosind criteriul
raportului D’Alembert nu obtinem informatii asupra naturii seriei.
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Exemplu 5.6.8 Fie seria ), -, a®" a >0

Inn+1
an+1 a Inn+l-Ilnn In ntl
= = Q = Qa n — 1
G alnn

st nu putem determina natura seriei cu ajutorul criteriulut raportului D’Alambert

IHL
a n a  ntl —1 n
n< n —1> n(alnn+1—1):n In
An+1

2 o+l
alnﬁil n n
= In — —Ina.
hlm n+1

nn este convergentd, iar dacd a > e~!, atunci seria datd

o —1 . .
Daca a < e, atunci seria Enzl a
este divergentd.
1 Inn —Inn _ 1 1

Pentrua =€+ avem a, =a"" =e = 5 St seria Zn21 7 este divergenta.

5.7 Produsul convolutiv a doui serii

Definitia 5.7.1 Fie ), nan §i ) ,cn bn doud serii de numere reale. Se numeste serie produs
sau produs convolutiv al celor doud serii, seria ., . Cn, Unde cn =Y 1 _q apby_g

Exista situatii cand seria produs a doud serii convergente este divergentd, dupid cum se va
observa in urmatorul exemplu.

_1\n+1
Exemplu 5.7.1 Seria anl (\1/% este convergentd (seria armonicd generalizatd alternata

cu o= %), dar nu este absolut convergentd. Fie c, termen general al seriei produs dintre seria

(1
anl VI cu ea Insdsi. Avem

k+1 1 1)n+k 1 _

n+1 Z
kﬂ Vn—k+1 VE(n—k+1)

M:

Atunci
n

1
“’"“Z¢—k+1 Zr 25>t

Rezulta ca dacd existd limita girului (cn) aceasta este diferita de 0, deci seria anl cn este
divergentd.

Teorema 5.7.1 Mertens (1840 - 1927)

Seria produs a doud serii de numere reale ), - an §1 Y, cN bn, dintre care una este conver-
genta, iar cealaltd absolut convergentd, este convergentd si suma ei este produsul sumelor seritlor
date, adicd

> (Sana) - (S (2o

n>0 n>0 n>0
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DEMONSTRATIE: Presupunem seria ) n @, absolut convergentd si seria ) n bn conver-
genta.
o n n
Notdm a = Y ~gan, b = > ~0bn, Sn = D pq Gk tn = D qbiy T = b —ty, ¢ =
n . B n -
> k=0 Qkbn— S1 om =3 p_q Ch-

Atunci
on = agbg+ apgb1 +a1bg + -+ agby, + a1bp—1 + - + anby =

= agtp + a1tpn_1+...anto =ag(b—1n) +a1(b—rp—1)+ -+ an(b—1r9) =

= (agp+ a1 +---+ap)b— (agrn +a1rn_1 +--- 4+ apro) =

= Snb - (CLOTn +airp—1+---+ anTO)-

Avem
n
ab—o,=(a—s,)b+ Z ThOp—k (5.7)
k=0

Ardtam ca, daca r, — 0 si ) _n@n este o serie absolut convergentd de numere reale, atunci
limy, o0 D jr—g TkGn—k = 0. Pentru aceasta fie m = > . |an| si € > 0. Deoarece r,, — 0, exista
N =n(e) € N astfel incat |r,| < ﬁ, Vn>N.

Seria ZneN a, fiind absolut convergenta, atunci a,, — 0, deci 3 N’ > N astfel incat

N —1
|an|§<22]rk|> e, ¥Yn>N
k=0

Atunci:

|(roan + man—1+ - +rNan—nN) + ("Nt10n—N—1 + - + Tnao)| <

N N -1
€
S(E |7“k> <2§ \m!) E+%m:€ ., Vn>2N,
k=0

k=0

asadar, limy, .00 > jp_o "k@n—t = 0.
Revenim la (5.7) i, trecand la limita, obtinem lim, ... 05, = a b, adica seria produs ) . Cn
este convergentd gi are suma ab.

Corolarul 5.7.1 Cauchy
Seria produs a doud serii de numere reale absolut convergente ) . N @n §1 Y ,cnbn este
convergenta.

DEMONSTRATIE: Aplicand teorema 5.7.1 seriilor Y nlan| si D-,cn |0nl, Tezulta cd seria
> om0 (Op=1 laxbn_k|) este convergenta. Deoarece

n

Z agbn—k

i=1

n
< Z laxbp—kln » Y0 >0
=1

din teorema 5.7.1 obtinem ca seria >, ¢ (|2 p=; axbn—k|) este convergentd, adicd seria
Y om0 2opeq Gkbn_k absolut convergenta.
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Exemplu 5.7.2 Deoarece seria geometricd ano q" este absolut convergentd pentru |q| < 1,
rezultd serta produs

St | | Do

n>0 n>0

absolut convergentd. Suma seriei geomelrice fiind

=— atunci suma seriei produs ), - este

=, pentru |q| < 1.

1
(1-9)
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Capitolul 6

Siruri de functii. Sern de functii. Seriu
de puteri

6.1 Siruri de functii
Sirurile de functii constituie o generalizare naturald a sirurilor de numere.

Definitia 6.1.1 Fie F(X,Y) multimea functiilor definite pe multimea X cu valori in mulfimea
Y. Orice gir din F(X,Y) se numeste sir de functii definite pe X cu valori in Y.

In cele ce urmeazi se consideri siruri de functii cu valori numere reale, deci Y = R.

Fie A o multime nevida, oarecare si (f,,) un sir de functii reale definite pe A, f, : A — R,
V' n > 1. Dacd a € A, atunci valorile functiilor sirului (f,) in punctul a formeaza un gir de
numere (fy,(a)).

Definitia 6.1.2 Un punct a € A se numeste punct de convergentd al sirului de functii (f,) dacd
sirul de numere (fn(a)) este convergent.
Notam A. mulfimea punctelor de convergentd ale sirului de functii (fp).

Ac.={a € A|sirul (fn(a)) este convergent}.

Definitia 6.1.3 Daca (f,) este un gir de functii reale definite pe mulfimea A (nevida), iar A
este multimea punctelor de convergentd corespunzatoare acestui gir, definim funcfia f : A — R
f(x) =limy oo fru(x), Y€ A., numita functia limitd pe mulfimea A. a sirului de functii.

Definitia 6.1.4 Fie A o mulfime nevidd, (f,) un sir de functii reale definite pe A i f : A. — R
functia limita corespunzdtoare girului (fy).

Sirul de functii (fn) converge simplu (sauw punctual) citre f pe multimea A., daca: ¥V x €
Aey YVe>0, In(e,z) € N astfel incit |fr(z) — f(z)] <e, ¥Vn>n(ex).

Sirul de functii (fn) converge uniform pe A. catre f, daca: ¥ e >0, In(e) € N astfel incat
|fn(x) = f(x)| <e, Yn>mn(e) giVaeA.

Observatia 6.1.1 a) Daca sirul de functii (fy) converge simplu, respectiv uniform pe A, catre
f, atunci notam fn, — f pe A., respectiv fy, ve f pe Ac. Daca convergenga are loc pe tot domeniul

de definitie, atunci notam f, — f, respectiv fn ve I

141
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b) In cazul convergentei uniforme numdrul n(e) depinde doar Y 4
de €, fitnd independent de x, pe cind in cazul convergentes simple
n(e,x) depinde atdt de £ cat si de z.

¢) Din punct de vedere geometric semnificalia convergengei
uniforme este urmdtoarea: date fiind un sir de functii fn, fn:
A—R, Vn>1 s funclia limitd corespunzdtoare f : A. — R,
pentru € > 0, trasdm graficele functiilor f — e, f + . Existd un
rang n(e) € N ce depinde doar de €, incepind de la care graficele
functiilor f, se afld in tubul delimitat de graficele functiilor f —
e, f+e. 0

»
—>

b

Figura 6.1:
Exemplu 6.1.1 1. Fie girul de functii fp, : [0,1] = R f(z) = 2™, ¥V n > 1. Functia limitd
f:[0,1] — R este

0, daca z €[0,1)
1, dacad =1

)
n—oo

) = tim fule) = {

uc

deci fn, — f. Aratam ca (fn) nu converge uniform pe [0,1] cdtre f. Presupunem cd f, — f si
alegem € = % = dn (%) € N astfel incit 2" < %, Vaxel0,1),Vn>n (%) ceea ce este fals,
uc
prin urmare fn, /5 f.
2. Fie A = [-1,1] si girul de functii fr, : A — R, fu(z) = nil’ VY n > 2. Avem

f(z) =limy, oo fr(z) = limy, 0o ﬁ =0, Vze A, deci fr, — f.

|z] 1
<
n—1"n-1

(@) = f(@)] = [ ful(2)] =

Fie € > 0; atunci In(e) = E] + 2 astfel incat | fn(z) — f(z)| <e, Vn >n(e), adicd fp ue f.

Observatia 6.1.2 Din exemplu 1 se constata cd, in general, dacd un sir de functii este punctual
convergent, atunci acesta nu este in mod obligatoriu uniform convergent.

Consideram A o mul{ime nevida; M4 este un spatiu vectorial relativ la norma uniformi,
adicd V f € Ma [[f| = supeq |f(@)].

Teorema 6.1.1 Fie (fy,) un gir de functii din My si f € Ma.
ucC .
a) fo — f < limy oo [[fu — fI| = 0.
b) Daca f, ve f, atunci fr, — f.

€ N astfel incat Vn >n(e)siVe € A

DEMONSTRATIE: a) fpn v fe Ve>0, Inle)
| <e, adicd ||fn — fl| <&, Vn>n(e) <

sd avem |fn(n) — f(z)| < & & supyeqlfn(z) — f(2)
lim, s || fn — fl| = 0.

b) Daca f, 5 f= Ve>0 Jn(e) € Nastfel incat Vn > n(e) ¢i Vz € A si avem
[fn(z) = f(z)| <e = fulz) = fz), Vo €A, adia f, — f.

Algoritm pentru studiul convergentei (punctuale, respectiv uniforme).

1. Dat fiind sirul de functii reale f, : A = R, V n > 1 se determina multimea punctelor de
convergentd A, si functia limita f(z) = lim,—o fn(z), Va € A.. Rezultd ca f, — f pe
Ae.
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2. Se calculeaza e, = || fn — f|| = supgea, |fu(z) — f(2)|. Daca e, — 0 atunci f, ue f pe A

ucC
iar daci e, /4 0, atunci f,, /4~ f pe Ac.

2
Exemplu 6.1.2 Sirul de functii f,, : [1,00) — R f,(z) = ﬁ este uniform convergent cdtre
functia f(z) = 0. Intr-adevar, f(z) =limy, oo fn(z) =0 si fo(z) < frn(n?), Yz € [1,00). Atunci

. ucC
€n = SUP,>1 | fu(®) — f(2)| = nzi 5 0, adica f, — 0.

Deoarece uniform convergenta implica convergenta punctuali e suficient sd gasim criterii care
si stabileascd uniform convergenta girurilor de functii.

Teorema 6.1.2 Criteriul general de convergentd al lui Cauchy

Fie (fn) un sir de functii reale definite pe mulfimea nevida A. Sirul (fn) converge uniform
pe A cdtre functia f, f: A — R, dacd i numai daca ¥V e >0, In(e) € N astfel incat vV z € A
stVn,m>n(e) |folx)— fm(z)] <e.

DEMONSTRATIE: Presupunem ci [ ve f< VYe>0, I3n(e) € N astfel incat ¥V n > n(e) si
Ve d |fulo) - f@)] < 5.

Atunci Vn,m > n(e) siVa € A avem |fp(x) — fm(z)] = |fu(z) — f(2) + f(x) — f(2)] <
@) — @)+ @) — f@) < §+5 = 2.

Invers, sd presupunem ca Ve >0, In(e) € N astfel incat Vn,m > n(e) si Vo € A avem

’fn(x)_fm(x” <g, (61)

Din (6.1) rezultd ca sirul de numere (f,(x)) este un sir fundamental, pentru fiecare z € A si are
limita
lim f,(z) = f(z), xe€ A (6.2)
n—oo
S-a definit astfel o functie f : A — R care asociaza fiecirui element = din A numarul f(x) definit
prin (6.2). Raméane de aratat ca f, ve f-
Fie m > n(e). Cum f, — f = fo— fm — f — fm. Dacad in (6.1) n — oo, atunci pentru
VezeAgiVm>n(e) avem |f(x) — fm(z)| < e, adica f, v f.

cos kx

Exemplu 6.1.3 Sirul de functii f,, : R — R fp(z) = > ), CES)] este uniform convergent.
Conform criteriului lui Cauchy avem, ¥V z € R
| cos(n+1)x cos(n + 2)x
[t (@) = fulw)] = m+1Dn+2) (n+2)(n+3)
cos(n + p)x ‘ 1
< - ot
(n+p)n+p+1)|~ (n+1)(n+2)  (n+2)(n+3)
N 1 S SRS RN SRR SR
(n+pn+p+1) n+l n+2 n+2 n+3
1 1 1 1

+ — = — < <E,
n+p n+p+1 n+1 n+p+1 n+1

Vn>n(e) = [1 = 5] + 1, deci sirul (fy) este uniform convergent.
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Teorema 6.1.3 Criteriul majordrii
Fie (fn) un gir de functii reale definite pe A, o functie f : A — R gi (ayn) un sir de numere
pozitive convergent catre zero. Dacd pentru¥ n € N ¢i¥V x € A are loc inegalitatea | f,(z)— f(x)]| <

. ucC
an, alunci f, — f.

DEMONSTRATIE: Cum a,, — 0= Ve >0, In(e) € N astfel incat Vn > n(e) avem a,, < ¢,
care impreuna cu relatia din enunt ne da cd Ve > 0, 3 n(e) € N astfel incat V n > n(e) si

VaeA|fulz)— fz)] < e, adica f, 5 f.

Exemplu 6.1.4 Sirul de functii f, : R — R f,(x) = %arctga:" converge uniform pe R cdtre

functia f(z) = 0. Intr-adevar |f,(z)| = %\ arctgr™| < % — 0. Asadar, conform teoremei 6.1.3,

rezultd cd fn Yo pe R.

6.2 Proprietati ale girurilor de functii

O problems importanti care apare la girurile de functii este urmétoarea: in ce misuri unele
proprietati pe care girul de functii le are (de exemplu continuitatea, derivabilitatea, integrabili-
tatea etc.) sunt transmise functiei limita? Rolul primordial pentru rezolvarea acestei probleme
il are proprietatea de convergentd uniforma a sirurilor de functii.

Teorema 6.2.1 Transferul de continuitate

Fie A o multime nevidd si (fn) un sir de funciii reale definite pe A. Dacd functiile f, sunt
continue in punctul a € A, iar girul de functii este uniform convergent pe A, atunci $i functia
limita este continud in punctul a.

DEMONSTRATIE: Consideram f : A — R functia limita. Aratam ca dacd z, — a atunci
f(azn) — f(a).

Fie e > 0. Cum f, v f= 3N =n(e) € Nastfel incat Vm > N |fn(z) — f(z)| < % In
particular avem |fn(zy) — f(zn)| < % si |[fn(a) — f(a)] < §. Deoarece functia fy este continua
in a rezultd ca fy(xz,) — fn(a), deci existd n/(¢) € N astfel incat pentru orice n > n'(e)
|fn(xn) — fn(a)] < % Avem pentru orice n > n/(g)

|f(zn) — f(@)] = |f(zn) = [N(20) + fn(zn) — fN(a) + fN(a) = fa)| <
|fN(xn) = f(on)| + [fn(zn) — [N (@)] + [fn(a) — fla)] <

E € €
§+§+§:5:>f($n)—>f(a)y

adicd functia f este continud in punctul a.

IN

A

Exemplu 6.2.1 Functia limitd f a sirului de functii (f,) de la exemplul 6.1.8 este o functie
continud, deoarece funciiile f, sunt continue, iar sirul este uniform convergent.

Teorema 6.2.2 Dacd X este un spatiu metric compact, atunci spatiul CO(X) al functiilor reale
continue definite pe X (cu operatiile obisnuite) este un spativ Banach, relativ la norma sup.

DEMONSTRATIE: Deoarece X este spatiu metric compact, atunci rezulta ci CO(X) c M(X).
Fie (f,) un sir fundamental din C°(X). Atunci (f,) este un sir fundamental in M(X). Cum
M(X) este spatiu metric complet relativ la norma sup, existd o functie f € M(X) astfel incat

lim,, o || fn. — f|| = 0, ceea ce este echivalent din teorema 6.1.1 cu faptul ca f, ve f. Functiile
frn fiind continue pe X rezultd, conform teoremei 6.2.1, cd f este continui pe X, deci f,, — f in
CY(X) relativ la norma sup, adica CY(X) este un spatiu complet.
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Teorema 6.2.3 Transferul de integrabilitate sau teorema de trecere la limitd sub semnul inte-
gralei

Daca (fn) este un gir de functii in C’O([a, b)) astfel ca fn e f, atunci

lim fn dx—/f

n—oo

DEMONSTRATIE: Notam [ —/ frn(x)dz i I—/ f(x)dx i ardtam ca I, — I.

/h M—/f

/\nuﬂ—ﬂmwxs/’wa—fwwznn—be—@.

o
IA

b
[ — 1| = (fu(z) — f(2))da| <

IN

Din ipoteza avem ci f, s f < fn— fin M([a,b]) relativ la norma sup < || f, — f|| — 0 de
unde avem ci I, —I| - 0=1,—I1 - 0= 1, — I.

Observatia 6.2.1 Teorema 6.2.3 este adevdratd in conditii mai generale $i anume, dacd in-
locuim ipoteza de continuitate a functislor f, cu ipoteza de integrabilitate.

Exemplu 6.2.2 Sirul de functii f, : [0,1] — R f,(z) = n x e este convergent, dar
1 1

limnaoo/ fn(x)dz ;é/ f(z)dz. Intr-adevir, lim, oo fn(z) =0, deci f(z) =0,Y z € [0,1];
0 0

1 1 2\ |} 1
ne 1 1 1
fn(z)dr = / naze " dy = (—62 ) ==— 56_" —3 75/ f(x)de =
0 0 0

2
0
Cele doua limate difera datoritda faptului cd sirul nu este uniform convergent.
Acest exemplu ne aratd necesitatea condilitlor teoremei 6.2.5.

Teorema 6.2.4 Transfer de derivabilitate

Fie (fn) un sir de functii in C1([a,b]) si functiile f,g € M([a,b]). Dacd fn — f si f/, ve g,
atunci f € C'([a,b]), f' =g i fn °5 .

DEMONSTRATIE: Fie z € [a,b] un punct arbitrar. Avem conform formulei Leibnitz-Newton
ca / fL)dt = fn(x) — fn(a), ¥V n >1.. Trecand la limita obtinem

ti [ 0= Y (f(0) — fula)) = f(@) — S(a).

—
n—oo a

Pe de altd parte, deoarece f), ue g din teorema 6.2.3 avem

lim ’ fr(t)dt = /z Jim fr(t)dt = /m g(t)dt = G(z) — G(a),

—
n—oo a

unde G : [a,b] = R G(z) = / g(t)dt este primitiva a functiei g, deci G'(z) = g(x), YV z € [a, b].
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G(x) = Gla) = f(z) ~ (@) = G'(w) = f(a), V€ [a.t], adici g = f's S

Fie € > 0, gi g € [a,b]. Atunci din faptul ca f, — f ¢ f, ve 1! rezulta ca I n(e) € N astfel
incat ¥ n,m > n(e) sa avem |fu(w0) — fn(oo)| < § 51 1£400) = @) < g5y, Vo € b

Atunci:

[fu(2) = fm(@)| = [ful2) = fm(2) = (fu(20) — fm(20)) + fn(z0) — fm(wo)| <
[fn(@) = fin(2) = (Fu(@0) = fm(20))| 4 | fn(@0) = fm(z0)| <
|z — 2ol fn(c) = fru(O)l + | fn(z0) — fm(@0)];

<

<
unde c este cuprins intre xg gi = (am aplicat teorema cregterilor finite functiei f,,(z) — fm(z) pe
intervalul inchis, avand extremitatile in punctele xg gi ). Deci

2(b—a) 2

(@) = fn(2)] < |2 — 20l f1.(c) = frn(O)] + [ fu(@0) = fin(20) < (b—a)
V' n,m > n(e) si V z € [a,b]. Conform criteriului general de convergentd, rezulta ca sgirul de
functii (fy,) converge uniform pe [a, b] catre functia f.

Observatia 6.2.2 Intervalul [a,b] poate fi inlocuit tn enungul teoremei 6.2.4 cu orice interval
marginit.

Exemplu 6.2.3 Desi sirul de functii de la exemplu 6.1.4 converge uniform pe R, f'(1) #

limy, 00 ffm( ). Functia limitd este f(z) = 0,V z € R, f'(x) = 0. Pe de altd parte f],(z) = T j;zn,

i) = 2, prin urmare, lim, . f (1 ) = 2 Cele doud limite diferda datorita faptului ca sirul

derivatelor nu converge uniform cdtre ? pe R.

Teorema 6.2.5 Limita g a unui sir uniform convergent (g,) de functii derivate pe un interval
I este o functie derivatd.

DEMONSTRATIE: Presupunem ci I este méarginit si fie g € I gi f, o primitivd a functiei
gn,V n € N, fl = g,. Putem alege primitivele f,, astfel incat f,(zo) = 0. Sirul (f,(zg)) este

convergent si derivatele f], = gp ve g. Atunci, conform teoremei 6.2.4, rezultd ca f, ve 1,
functia f este derivabild si f' = g pe I. Presupunem ci intervalul I este nemarginit. Putem atunci
construi un gir crescitor (I,) de intervale marginite astfel incat Iy C Iy C --- C [, C --- C I si
Unsi In = 1.

Fie xg € I1; atunci g € I,, V n > 1. Pe fiecare interval marginit I,,, functia g este derivata
unei functii f,, : I — R. Putem alege f,(z9) = 0. Dacd x € I, i « € I, n < m, atunci I,, C I,
gi cum functiile f,, si fi, au pe I, aceeasi derivatd g rezultd cd fn(z) — f(x) =const. Dar
fa(0) = fin(wo) = 0, deci fr(z) = fin(2),V x € L.

Definim functia f : I — R prin f(z) = fu(x),Y € I,,. Conform celor aratate mai sus f(z)
este independenta de intervalul ales. Aratam ca functia f este derivabila pe I si f’ = g. Pentru
aceasta fie xg € I; exista I, xg € I, deci, f(xo) = fn(xo) si, cum f, este derivabild in punctul
xo, fl(zg) = g(xo). Prin urmare, rezultd functia f derivabild in xo, si f'(zo) = f,(x0) = g(z0).
Cum punctul zg a fost ales arbitrar in I, rezultd cd f este derivabild pe I si f' = g.
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6.3 Serii de functii

In acest paragraf vom studia serii ale céror termeni sunt functii de o variabild reali.

Definitia 6.3.1 Fie A # 0 o multime $i (fn) un gir de functii din spatiul F(A,R) al functiilor
reale definite pe multimea A. Perechea de giruri ((fn),(sn)), unde s, = Y 1, fr, se numeste

serie de functii de termen general f, si se notezd Y, cx frny Dopeq Jn S0U Y, <q fr. Sirul (sp)
definit mai sus se numeste girul sumelor partiale al seriei Zn21 fn

Observatia 6.3.1
1. s1 = fi
so = fi+fo

Sno= St fote

2. O serie de functii anl fn este bine determinatd de sirul sumelor partiale. Astfel studiul
seriei Y ,~q fn se reduce la studiul girului (sp).

Exemplu 6.3.1 1. 1+x+ 2>+ -4+ 2" + ... este o serie de functii cu termenul genral z™,
n > 0.
z2 | " : . z"
2. 142+ or o T este o serie de functii cu termenul general PR > 0.

Pentru orice © € A seria ) ., fn(x) este o serie de numere alcatuita din valorile girului (f,,)
in punctul € A. Aceastd serie poate fi convergentd sau divergentd. Definim astfel multimea
punctelor x € A pentru care seria ), fn(x) este convergenta, adicd A, = {x € A]| seria
> 51 fa(x) este convergenti} si care se numeste multimea de convergenta a seriei Y., < fn-

Seria >~ <, fn este convergentd in punctul z € A daca sirul de functii (s,,) al sumelor partiale
asociat seriei este convergent in punctul x.

Definitia 6.3.2 Fie A o multime nevidd, sirul de functii (f,) din F(A,R) si (s,) sirul sumelor
partiale asociat seriei Y, ~q fn. Seria de functii ), fn este convergentd (sau punctual con-
vergentd) pe multimea A dacd sirul (s,) este convergent pe A. In acest caz, lim, .o sp(z) =
f(z),V z € A se numeste suma seriei si se noteazd » < fn(x) = f(z).

Seria de functii Y, fn este uniform convergentd (sau converge uniform) pe multimea A
citre functia f dacd sirul (s,) este uniform convergent pe A cdtre f.

Observatia 6.3.2 1. Seria de functii anl fn este convergentd pe multimea A cdatre f dacd
Ve > 0 gi pentru orice x € A existd un numdr n(e,x) € N astfel incit V n > n(e,x) sd
avem |sp(x) — f(x)| < € sau

|f1(@) + fa(z) + - + fulx) — f(3)] <e.

2. Seria de functii Zn21 fn este uniform convergentd pe multimea A cdtre functia f dacdV e >
0 exista un numar n(e) € N astfel incat Vn > n(e) siV o € A sa avem |sp(z) — f(z)] <€
sau

|fi(@) + fo(z) + - + fulz) — flz)] <e.

3. Din definitia 6.3.2 rezultd ca numdarul n(e) nu depinde de x in cazul convergentei uniforme,
adicd este acelagi pentru orice x € A.
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4. Notiunea de convergentd uniforma a fost introdusa de Karl Weierstrass (1815-1897).

Teorema 6.3.1 Orice serie de functii Y~ fn uniform convergentd este punctual convergentd.

DEMONSTRATIE: In definitia punctual convergentei se ia n(e,z) = n(e), Vz € A.

6.4 Criterii de convergenta uniforma pentru serii de functii

Teorema 6.4.1 Criteriul general de convegentd uniformd Cauchy

O serie de functii ), < fn, unde f, € F(A,R),V n > 1, este uniform convergenta pe A, dacd
si numai dacd pentru orice € > 0 existd un numdr n(e) € N astfel incit oricare ar fi n > n(e),
Vp>1giVaxe A avem:

| frnr1(z) + frop2(w) + -+ fn+P(x)’ <e

DEMONSTRATIE: Fie (s;) sirul sumelor partiale asociat seriei. Pentru orice p > 1 avem
Sp4p — Sn = foa1 + fog2 + -+ + fagp. Seria Y -, fn este uniform convergentd pe A daca si
numai daci sirul (s,) este uniform convergent pe A < V e > 0, 3 n(e) € N astfel incat
Vn>n(e),Vp>1sgiVae Asiavem

[sn+p(®) = 80 ()| = | far1(2) + frya(®) + - + faip(@)] <e.

Teorema 6.4.2 Criteriul majordrii

Fie ) <1 fns Dop>1 n doud serii de functii, unde frn, ¢ € F(A,R),V n > 1. Dacd |fn(z)| <
on(x), Vn>1siVaoecAsidaci seria Y n>1Pn este uniform convergentd pe A, atunci seria
Y n>1 fn este uniform convergentd pe A. -

DEMONSTRATIE: Fie € > 0. Cum seria Zn21 ©n este uniform convergentd pe A, rezulta din
teorema 6.4.1, ca 3 n(e) € N astfel incat Vn >n(e),Vp>1lsgiVa € A

Ont1(T) + Pnya(T) + -+ Pnip(r) < e

AtunciVn >n(e),Vp>1sgi Va € A avem

[fri1(@) + frg2(2) + -+ farp(@)] < Pnia () + onia() + .. onip(z) <e.

si, conform teoremei 6.4.1, rezultd cd seria ) - fn este uniform convergenta pe A.

Din aceastd teorema rezultd un corolar (Weierstrass) foarte des utilizat in stabilirea conver-
gentei uniforme a unor serii de functii.

Corolarul 6.4.1 Wezerstrass

Fie Y <~y fn o serie de functii, f, € F(A,R),Vn >1 g > - an 0 serie convergentd cu
termeni pozitivi. Daca ¥ n > 1 iV x € A avem |fn(2)| < an, atunci seria Y., <, fn este uniform
convergentd pe A. -

DEMONSTRATIE: In teorema 6.4.2 se ia ¢, (7) = ap, ¥V x € A. Seria Y, -, a, fiind convergenta
= Ve >0, 3 n(e) €N astfel incat Vn > n(e) gi Vp > 1 avem ap41 +cfn+2+---+an+p < e.
AtunciVn > n(e), Vp>1gi Vo € Aobtinem api1 + ang2 + -+ angp < €, de unde rezulta ca
seria de functii constante ) -, a, este uniform convergenta. Aplicand teorema 6.4.2 girurilor
(fn) i (an) rezultd cerinta teoremei.
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Exemplu 6.4.1 1. Seria Enzl COTSlan este uniform convergentd ¥V x € R. Intr-adevar, deoarece

‘M‘ < LQ, V x e R, iar seria ), % este convergentd, atunci conform criteriului lui
n Ztn

2 =
n
- - Ccos nx : o
Wezierstrass, seria Zn21 2 este uniform convergentd.

n n
2. Seria ), ﬁ este uniform convergenta V = € [—1,1]. Avem )ﬁ’ < #,
V x € [—1,1] si aplicam criteriul lui Weierstrass.

6.5 Proprietati ale seriilor de functii

Proprietatile seriilor de functii uniform convergente se obtin din proprietatile sirurilor de
functii uniform convergente.

Teorema 6.5.1 Transfer de continuitate

Fie Y, <1 fn o serie de functii uniform convergentd pe A cdtre functia f. Dacd functiile fy,
sunt continue in punctul a € A (respectiv pe A), atunci si functia f (suma seriei) este continud
in punctul a (respectiv pe A).

DEMONSTRATIE: Sirul s, = > ;_; fr al sumelor partiale asociat seriei Y, fn este o suma
de functii continue in punctul a (respectiv pe A), deci (s,) este un sir de functii continue in a
(respectiv pe A) uniform convergent catre functia f. Atunci, conform teoremei 6.2.1, functia f
este continud in a (respectiv pe A).

Observatia 6.5.1 Din teorema 6.5.1 avem limg—.q D, fn() = 32,51 fula)

Teorema 6.5.2 Transfer de integrabilitate sau teorema de integrare termen cu termen
Fie anl fn 0 serie de functii, uniform convergentd pe intervalul [a,b] catre functia f. Dacd

b
functiile f, sunt continue pe [a,b], atunci seria integralelor Zn21/ fn(x)dz este convergentd,
a
b b
functia f este integrabild si Zn21/ fu(z)dz :/ f(z)dz.
a a

DEMONSTRATIE: Din teorema 6.2.1, rezulta ca functia f € C%([a, b)) si

b b b
/f(x)dx = / lim s,(z)dr = lim sp(z)dx =

n—oo n—o0o a

n—oo

b
= Z fn(x)dz

n>179¢

~ im [/abﬁ(x)dw/abfg(x)dw-~+/abfn<x>dx} -

Teorema 6.5.2 are loc intr-un cadru mai general (privind continuitatea functiilor f,,) si anume:
Teorema 6.5.3 Fie anl fn o serie de functii, uniform convergentd pe intervalul [a,b] cdtre

b
functia f. Daca functiile f,, sunt integrabile pe [a,b], atunci seria integralelor Zn21/ fn(x)dz
a

b b
este convergentd, funclia f este integrabild gi anl/ fn(x)dx :/ f(z)dx.
a a
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DEMONSTRATIE: Vezi [5] vol. II pag.409

Observatia 6.5.2 Condilia ca sirul de funclii (fn) sd fie uniform convergent este esentiald, dar
nu necesard. Existd siruri de functii care nu sunt uniform convergente pe intervalul [a,b], dar
care se pot integra termen cu termen.

Teorema 6.5.4 Transfer de derivabilitate sau teorema de derivare termen cu termen

Fie >, o1 fn 0 serie de functii, unde f, € Cl([a,b]). Dacd seria >, <, fn este uniform
convergentd pe |a,b] cdtre o functie f, iar seria derivatelor Y o> [h este uniform convergentd pe
[a,b] cdtre o functie g, atunci functia f este derivabild pe [a,b] si f' = g.

DEMONSTRATIE: Sirul (s,) al sumelor partiale asociat seriei ) ., fn este uniform convergent
pe [a,b] catre functia f. Pe de altd parte sirul sumelor partiale asociat seriei derivatelor Sous1
este uniform convergent pe [a, b] citre functia g. Atunci, conform teoremei 6.2.4, functia f este
derivabild si f' = g, adica f'(z) = Y_,>; fn(z). Asadar derivata sumei unei serii (in conditiile
teoremei) este egald cu suma seriei alcatuits din derivatele termenilor sii.

Teorema 6.5.4 are loc in conditii mai putin restrictive (privind uniform convergenta seriei

ZnZl fn)

Teorema 6.5.5 Fie Y. -, fn 0 serie de functii, unde f, € C([a,b]). Dacd seria Y., -, fn este
convergentd intr-un punct xo € [a,b] iar seria derivatelor Y n>1 [i este uniform convergentd pe
[a,b] citre o functie g, atunci seria Y., <, fn este uniform convergentd pe [a,b] cdtre o functie f,
functia [ este derwabild si f' = g. B

DEMONSTRATIE: Vezi [5] vol. II pag.411

Observatia 6.5.3 Condifia ca seria de funclii Y, ~, f), sd fie uniform convergentd este es-
entiald, dar nu necesard.

Teorema 6.5.6 Suma unei serii uniform convergente de functii derivate pe un interval oarecare
I este o functie derivatd.

DEMONSTRATIE: Sirul (sy) al sumelor partiale asociat seriei anl fn de functii derivate pe
un interval I este un gir uniform convergent de functii derivate pe I. Conform teoremei 6.2.5
limita s a girului (sy) este o functie derivata.

Operatii cu serii de functii

Teorema 6.5.7 Fie seriile de functii ), <, fn $i Y ,~1 gn avdnd multimile de convergentd A,
respectiv A, si sumele f respectiv g. Atunci: B

1. Seria Y, ~1(fn + gn) este convergentd pe multimea A, N Ae, si are suma f + g.

2. Seria Y., <1 & fn, unde o € R este convergentd pe multimea A, $i are suma o f.

DEMONSTRATIE: 1. Fiex € A, unde A, este multimea de convergenta a seriei < (fn+gn)-
Seria de numere Y o, (f,()+gn(z)) este o serie convergenti < seriile > o, frn(®) 51 Y., 51 gn(T)
sunt convergente < x € Ag, N Ac,. - -

Daci sp,=fi+ fo+- -+ fusithn=9g1+9g2+ - +gpatunci s, +t, = fi+91+ fo+ 92+
o+ fotgn — f+g, deci f+ g este suma seriei Y 1 (fn + gn)-

2. Seria ) - fn este convergenta pe multimea A, siaresuma f < s, = fi+fot-+fn — f
pe Ay, & asp =afitafo+ - +af, — af pe A,, & multimea de convergenti a seriei
Y n>1 On fn este Ac,, lar suma este o f.
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6.6 Serii de puteri

Seriile de puteri sunt cazuri particulare de serii de functii ), -, fn In care functiile f,(x)
sunt de forma a,z™ sau an(z — a)", * € R. Deci o serie de puteri este de forma Y, <o anz"
sau Y., 5 an(x — a)". Caracteristic seriilor de puteri este faptul ca sumele partiale sunt functii
polinomiale, care sunt cele mai simple functii, deci usor de studiat. Cu ajutorul seriilor de puteri
putem introduce functii elementare ca functii trigonometrice, functii exponentiale, etc.

In continuare vom studia seriile de puteri de forma Y >0 @na", deoarece cele de forma
ano an(z — a)" se reduc la precedentele prin translatia y = x — a.

Multimea de convergenta a unei serii de puteri este alcatuitd din cel putin un punct, gi anume
z = 0. Pentru x = 0 suma unei serii de puteri este ag. Se poate ca pentru unele serii acest punct
sa fie singurul punct de convergenta, iar alte serii s fie convergente pe R.

In cele ce urmeaza vom studia multimea de convergenti a seriilor de puteri.

Teorema 6.6.1 Teorema I a lui Abel
Pentru orice serie de puters Zn>0 anx™ existd un numdr R, 0 < R < +o0o astfel incdt:
1. Seria este absolut convergentd pe intervalul (—R, R).
2. Seria este divergentd pentru orice x, cu |z| > R.

Pentru a demonstra aceastd teoremé vom arita urmétoarea lema.

Lema 6.6.1 Lema lui Abel

a) Dacd o serie de puteri converge intr-un punct xo # 0, atunci ea este absolut convergentd
in orice punct x, cu |x| < |xol.

b) Daca o serie de puteri este divergentd intr-un punct xo # 0, atunci ea este divergentd in
orice punct x, cu |x| > |xol.

DEMONSTRATIE. a) Fie > -, an2z™ o serie de puteri i 29 # 0 un punct de convergenta al
seriei. Atunci, deoarece a,xj — 0, rezultd ca sirul (an,x() este marginit, deci 3 M > 0 astfel
n
incat |apxf| < M, ¥ n > 0. Dacd x este astfel incat |z| < |zo|, atunci |a,2"| = ‘

janal | &
Mz
teorema 5.6.2, rezultd cad seria ), -, |anx"™| este convergentd in x, adicd seria ), -, an2" este
absolut convergenta in x, cu |z| < |zo|. -

b) Fie zg # 0 punct de divergenta al seriei ) -, a,z" i punctul x astfel ca |z| > |zo|. Daca
punctul x ar fi punct de convergenti, atunci din a) am avea xg punct de convergenti, ceea ce
este absurd.

este convergentd gi, aplicand

n n
. Cum |z| < |zo], ‘%’ < 1, iar seria anoM‘%‘

Sa demonstram in continuare teorema I a lui Abel. Notam cu M, = {z € R| > . anz"
este convergenti} multimea de convergenti a seriei de puteri. M. # () (deoarece 0 € M.) si
R = sup M,. Evident R > 0 si distingem trei cazuri: i) dacid R = 0, ii) dacd R = oo i iii) daca
R >0.

i) Dacd R = 0, atunci = 0 este singurul punct de convergenta, de unde rezulta ca au loc 1)
gi 2).

ii) Dacd R = oo, atunci 2) nu mai are sens. Rezulta ci existd puncte xg > 0 oricat de mari
pentru care seria » -, a,x" este convergenta. Daca x este astfel incat || < xo, atunci din lema
lui Abel a) obtinem ci = este punct de absolut convergents, adici seria de puteri este absolut
convergenta pe R.
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iii) Daca 0 < R < oo fie x un punct astfel incat |z| < R. Rezultd din definitia marginii
superioare exacte cd existd un punct zg € M, astfel incat |z| < g < R, adicd xy este un punct
de convergenta al seriei de puteri. Din lema I a lui Abel punctul a), rezultd ca x este un punct
de absolut convergenta al seriei de puteri.

Daca |z| > R, atunci existd un punct z astfel incat R < z1 < |z|. Daca seria de puteri ar
fi convergentd in punctul x, atunci, conform teoremei lui Abel a), am avea ci x; este punct de
convergentd al seriei date, adicd x1 € M, si z1 > R, ceea ce ar contrazice alegerea lui R gi anume
R = sup M., deci seria nu este convergenti in punctul z gi astfel teorema este demonstrata.

Definitia 6.6.1 Numdarul 0 < R < +o0o definit in teorema I a lui Abel se numegte raza de
convergen{d a seriet ano anx™. Intervalul (—R,R) se numeste intervalul de convergentd al
seriei y . <o 0nT".

Observatia 6.6.1 Teorema I a lui Abel nu spune nimic despre comportarea seriei de puteri la
capetele intervalului de convergenld si asta deoarece comportarea diferd de la o serie la alta. De

exemplu, seria are raza de convergentda R =1, dar este convergentd pentru x = —1 gi

T
n>1 n
divergentd pentru x = 1. Seria anl %Z are raza de convergentd R =1, dar este convergentd la
ambele capete ale intervalului de convergenitd.

Daca intr-unul din punctele —R sau R seria este absolut convergentd, atunci seria este absolut
convergentd gi in celdlalt punct. Intr-adevir, seria modulelor seriilor Y om0 an(—R)", respectiv
Y >0 anR" este aceeasi. Prin urmare, dacd una dintre serii este absolut convergentd la fel este
si cealaltd serie.

Calculul razei de convergenta

Teorema I a lui Abel este doar o teoremi de existentd a razei de convergentid, dar nu gi
de calcul. Raza de convergenti se determing folosind criteriile de convergentd de la seriile cu
termeni pozitivi.

Teorema 6.6.2 Teorema Cauchy-Hadamard (1865 - 1963)
Fie ), ~oanx™ o serie de puteri gi R raza de convergentd a seriei. Dacd lim, .o {/|an| = w
atunci: -
, dacd w=20
, daca 0<w< oo
, dacd w = o0

R =

OE\.—\8

DEMONSTRATIE: Fie zg un punct oarecare. Aplicim corolarul 5.6.2 seriei numerice

> >0 lanl[zol™. Avem {/|an||zo]™ = {/|an||zol, deci
limy, oo V/|an]|zo|™ = limy, oo V/|an] 20| = w|xol.

Dacid w = 0 = limy,—oo ¥/|an||zo|® = 0 < 1 agadar seria apxy este absolut convergentd
g n>0 @nTq g

V 29 € R, adicd R = oco. Daci w = 00 = lim, oo ¥/|an||z0|™ = 0o > 1, prin urmare seria

Y om0 @nx{ este divergenta V xg # 0, adicd R = 0. Dacd 0 < w < oo, atunci, dacd w|zo| < 1,

adicd |zg| < %, seria ) < a,z" este absolut convergentd in xg = [z9| < R = R < % Daca

R < % existd un punct x; astfel incat R < |z1| < % Din R < |z1| = 1 este punct de divergentid
al seriei, iar din |z1] < % = wlr| < 1 = limy oo Van]r1] = im0 an] |z < 1 = 24
este punct de absolut convergenti al seriei date, ceea ce este absurd.
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Daca R > % existd un punct xo astfel incat R > |xg| > % = limy, oo ¥/ |an||z2]* > 1 = 29

este punct de divergenta. Prin urmare R = %

Corolarul 6.6.1 Fie ) -,a,2" o seriec de puteri $i R raza sa de convergentd. Dacd

a a . P
w1 = hmnﬂoo‘ ”“‘1) $1 wo hmn_)oo‘ ”+1)7 atuncs u% < R < wil Daci exista limita
. a
limy,— oo Z“ = w, atunci
n
o0 , dacd w=
R= % , dacd 0<w< o0
0 , dacd w= 0

DEMONSTRATIE: Intr-adevir,

. Ap+1 . . T an+1
lim, . <lim, ., Vl|an| < limy—oo V/]an| < limy,— o0 ,
n n
1 1
deci F S R S UI

Exemplu 6.6.1 1. Seria de puteri anonTxn" are raza de convergentd R = 2. Intr-adevar

a, = 2%, ar

1
w= lim {/|a,| = lim 1"/2%25:]%:2.

n—oo n—oo
2. Seria de puter: Zn>0 n' ara raza de convergentd R = oco. Avem a, = %, war
1
. |ant . n+1)! .
w= lim |—* :hm( ) = lim =0= R =o0.
n—oo | G n— o0 l' n—oo n,
n!

3. Seria de puteri ), - nla" are raza de convergentd R = 0. Avem a, = n, iar

an+1
Gnp

=limn+l=00=R=0.

n—od

w= lim
n—oo

2

) ) ) 1 n“+n 1 n“+n
4. Fie seria de puteri anl <1 + ﬁ) z". Avem a, = (1 + ﬁ) ,

n—oo n—oo

1 n+1
w= lim ¥a, = lim (1 + > =e.
n

[

Deci R = =, prin urmare seria este absolut convergentd pe (— ,%). Sd studiem comportarea

seriet la capetele intervalulus.

1 1

n2+n 1
Pentru x = = avem a, = (1 + 7)

1 n+1
z ) . Cum sirul (1 + ﬁ> converge monoton de-

screscator la e avem

e

1 n24+n
1\ "1 1 n?+n (1+ﬁ>
(1+) >e:><1+> >e' = a, = —F——
n

>1,
n en
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asadar a, /> 0, de unde rezultd cd seria este divergentd in punctul r = %.
n%+n
Pentru x = —% avem |a,| = (1 + %) ein > 1= a, 4 0, prin urmare $i in acest punct seria
este divergenta; M, = (—%, %) .
2n+1 —1)"

5. Fie seria Y, oo(—1)" ey Avem a, = = 2 w = limy o Yfan] =12 R=1=
seria este absolut convergentd pe intervalul (—1,1).

Pentru x = —1 obtinem seria ano(_l)nJAﬁ care, conform criteriului lui Leibniz,

este o serie convergentd, tar pentru x = 1 obfinem seria ano(—l)"ﬁ, care din aceleasi
considerente este tot o serie convergentd. Asadar mulfimea de convergentd este M. = [—1,1].

6.7 Proprietati ale seriilor de puteri

Teorema 6.7.1 Orice serie de puteri ano anx™ este uniform convergentd pe orice interval de
forma [—r,r], unde 0 < r < R, iar R este raza de convergentd a seriei.

DEMONSTRATIE: Deoarece 0 < r < R seria ), <, an7" este absolut convergentd (conform
teoremei I a lui Abel). Pentru orice punct = cu |z| < 7 avem |a,2"| < |an|r" si, conform
criteriului de convergentd uniforma al lui Weierstrass, rezultd ca seria ), <, a,2" este uniform
convergenta pentru orice x € [—r,r]|. -

Corolarul 6.7.1 Suma s a unei serii de puteri ), ~,anx" este o functie continud pe intervalul
de convergentd.

DEMONSTRATIE: Pentru orice 0 < r < R din teorema 6.7.1 seria de puteri este uniform
convergentd pe [—r,7] gi, cum toti termenii seriei sunt functii continue atunci, conform teoremei
6.5.1, rezulta ca s este o functie continud pe [—7r, 7], adici s este continud pe (—R, R).

Corolarul 6.7.2 Suma s a unei serii de puteri ), ~an,x"™ este uniform continud pe orice in-
terval inchis continut in intervalul de convergenid.

DEMONSTRATIE: Fie [a,b] C (—R, R) un interval inchis continut in intervalul de convergenta.
Pe intervalul [a, b] functia s este continua conform corolarului 6.7.1; intervalul fiind un compact
rezulta din teorema 3.7.1 ca functia s este uniform continui pe [a, b].

Observatia 6.7.1 Corolarul 6.7.1 nu spune nimic despre continuitatea functiei sumd s a unes
serit de puters ano apx™ in punctele x = —R sau r = R.

Teorema 6.7.2 Teorema a Il-a a lui Abel

Fie Y, ~oanx" o serie de puteri §i R raza sa de convergentd. Dacd seria este convergentd in
punctul = R (sau in punctul x = —R), atunci suma s a seriei este o functie continud in acesl
punct.

DEMONSTRATIE. Presupunem c& seria ), -, anz" este convergenta in punctul z = R, adica
seria numerica Y, <, an R" este convergentd. Vom arita cd in aceastd conditie seria Y, <o anz™
este uniform convergenta pe intervalul [0, R]. -

Deoarece seria -, a,R" este convergenta = Ve > 0, I n(e) € N astfel incat V n > n(e)
§iVp>1avem |an1 R + a0 RV + -+ + apqp RV < %
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Notam 0, = Sp4p — Sp, unde (s,) este sirul sumelor partiale asociat seriei ) -, anR";
lop| < %, Vp>1. Avem

an-i—lRTH—l = Sp4+l —Sp =01
ant2R™? = (sny2 — sn) — (Snp1— sn) = 02 — 01
an+pRn+p = (Sn+p — 8n) — (Sntp-1 — Sn) = 0p — Tp_1.

Fie acum un punct z € [0, R] si notdm y = % = x =yR s 0 <y < 1. Pentru orice
n > n(e) avem an 12"+ a2 4 angpt™ TP = Al R S ay o RV 4
an+pR”+py"+p — Ulyn+1 + (02 _ 01)3/”” R (Up _ prl)y"ﬂ’ — Oly”+1(1 _ y) + Uzy"+2(1 _
y)+ ot o1y PN L = y) + oy =y (L = y) (o1 + ooy -+ op1yP ) +opy™ P
|an 12" - ap 02 T2 +anipr™ P < "t (1—y) (o1 + o9y +-- ‘+Upflyp_2‘ +opy" | =
"L = yllon + ooy + -+ op1yP T A oplly™ TP < M- y) Ay F PR+ 5 =
-1
(w5 -+ 5= 50— +g<fri=c
Conform criteriului general de convergenti pentru serii de functii, rezulti ci seria ano anx™
este uniform convergenta pe [0, R]. Cum termenii seriei sunt functii continue din teorema 6.5.1,

rezultd cd suma s a seriei este o functie continua pe [0, R], in particular, ea este continud in
punctul x = R. Analog se demonstreaza in cazul x = —R.

Observatia 6.7.2 Fie o serie de puteri ), ~,anx" $i R raza de convergentd a seriei. Dacd
seria este convergentd in punctul x = R, atunci s(R) = lim,_,p s(x).

Exemplu 6.7.1 Fie seria Zn>1(—l)”+1%. Aceastd serie are raza de convergentd R = 1,
deci intervalul de convergentd este (—1,1). In punctul © = —1 seria este divergentd fiind seria
armonicd cu semn schimbat, tar in punctul x = 1 seria este convergentd conform criteriului lui
Leibniz (serie armonicd alternatd). Vom ardta ulterior cd pentru ¥ x cu || < 1 s(z) =In(1+z)
este suma seriei. Atunci s(1) = limg_1 s(x) = limy—1In(l + z) = In2, adicd suma seriei
armonice alternate este In2

1 1 1

1
m2=1—=4=—=H4 -4+ (=1)""=4 ...
n 2+3 4+ +(-1) n+

Derivarea seriilor de puteri

Fie seria de puteri ano an,x™. Seria derivatelor este tot o serie de puteri obtinutd prin

derivarea termen cu termen si anume Y., <, na,z" L.

Teorema 6.7.3 Seria derivatelor a unei serii de puteri are aceeasi razd de convergenid ca §i
seria datd.

DEMONSTRATIE:

(n+ 1)ant1
na

an+1
Qan

an+1
Gn

n—+1 .
= lim

n n—o00

= lim
n—oo

lim
n—oo

Teorema 6.7.4 Sume unei serii de puteri este o funclie derivabild pe intervalul de convergentd
si derivata ei este suma seriei derivatelor.
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DEMONSTRATIE. Fie |z9| < R s1 0 < r < R astfel incat |zo| < r. Pe intervalul [—r,r] seria
derivatelor este uniform convergenta catre functia o. Cum seria ) -, a,x{ este convergentd =
seria Y. ., anx™ este uniform convergentd pe [—r,r], suma s a ei este derivabild pe [—r,7] si
s’ = 0, deci s este derivabild in zg si s(z¢) = o(xg). Cum punctul zg a fost ales arbitrar din
(—R, R) rezulta ci functia s este derivabild pe (—R, R) si s’ = 0.

Prin rationament recurent se obtine:

Teorema 6.7.5 Suma unei serii de puteri este derivabild de orice ordin pe intervalul de con-
vergentd si derivata de ordinul n, s™ | este egald cu suma seriei deriatelor de ordinul n. Astfel,
dacd se cunoaste suma unei serii, se obfine prin derivare suma seriei derivatelor.

Exemplu 6.7.2 1. Sd se calculeze suma seriei t(x) = >, < na"! pe intervalul (—1,1). Ob-
servam cd termenul general al acestei serit provine din derivarea lui x". Cum suma seriei
Doz 2" este s(z) = 1= 1 = rezultd cd t(z) = s'(z) = ﬁ, Ve (-1,1).

Integrarea seriilor de puteri

Teorema 6.7.6 Orice serie de puteri poate fi integratd termen cu termen pe orice interval inchis
[a,b] C (=R, R). Dacix € (—R, R) sis este suma seriei ), ~oanx" pe intervalul de convergentd,
atunci

/ms(t)dt:aox—i-alx2+a2x3+--~+ In_ ot
0 2 3 n+ 1

z a
t)dt = n_ gl
/OS()d Zn+1$

n>0

sau

DEMONSTRATIE: Pe intervalul [a, b] suma s a seriei ), -, an,z"™ este o functie continud. De
asemenea pe acest interval seria ), - a,x™ este uniform convergentd si functiile a,z™ sunt

n—+1

t)dt = St = ntl
/0 3 / a e

n>0

xr
a
continue. Avem / ant"dt = —2—2"*1 V¥ n > 0. Din teorema 6.5.2 avem
0

.. n . a’TL n+1 . o o
Teorema 6.7.7 Seriile 3, - an®™ $i ) 0,50 71T ™ au aceeasi razd de convergentd.

DEMONSTRATIE:

Gn+1 N+ 1
n+2 a,

an+1
an,

an+1
an,

n-+1 .
= lim
n+2 nooo

lim

n—oo

= lim

n—oo

TL

Exemplu 6.7.3 1. Consideram seria Zn>1 a

care are raza de convergentd R =
este convergentd pe (—1,1). Aplicand teorema 6.7.6, suma seriei s(x) = anlﬁ este
s(x) = /Jga(t)dt, unde o este suma seriei Y ~qz". Cum o(t) = ﬁ = s(x) = —In(1 — ),
adica ¥ xOE (—-1,1)
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2. Consideram seria Zn>1(—1)”+1 - Aceastd serie are multimea de convergentd M. =

x
(—1,1]. Din teorema 6.7.6 suma seriei s(x) = Zn>1(—1)”+1% este s(x) :/ o(t)dt, unde o
= 0

este suma seriei ) ~q(=1)"z". Avem o(t) = % = s(x) = In(1 + x), adica
2 3 n
r x* x x
m(l4az)=2 T 4% Ly
n(l+z) =7 -5+ 5+ + (D)7

n
Suma seriei Zn21(—1)"+1% se putea obtine si din punctul 1, dacd inlocuim x cu —x i
inmultim cu -1.
3. Dacd in exzemplul 1 inlocuim x cu —x® oblinem

1
14 22

=1-2?42t—ab . (D) + .. e (—1,1).
Daca integram termen cu termen obfinem

T 1 :U3 1,5 337 x2n+l
/ ——dt=0v— —+ ———+---+(-1)" +.
0

14 ¢2 3 5 7 2n+1
adica 3 5 7 2n+1
mn
arctg$:$*%+%*%+"'+(*1)n;n+1 +..., ze(—-11)
( 4. )Considerdm seria Zn21 n2x™ si vrem sd-i calculdm suma ei pe intervalul de convergentd
~1,1).
gtim cd Y, 502" = 1 E - (—=1,1), de unde prin derivare termen cu termen obfinem
Zn>1nx”*1 = ﬁ Inmultim aceastd relatie cu x si iardsi derivam termen cu termen.
Avem
14+
2 e 1_
2 e T T Sy
2,.m _ J}(l + 1‘)

Inmultind cu = ultima relatie obtinem ), -, n°c adicd suma seriei cautate.

R

Operatii cu serii de puteri

Teorema 6.7.8 Dacd ), ~qana" §i Y ,.~obna™ sunt doud serii de puteri avind razele de con-
vergentd Ry, respectiv Ro, atunci: a

1) Suma (diferenta) celor doud serii este tot o serie de puteri care are raza de convergenid
R Z inf(Rl, RQ)

2) Raza de convergentd a seriei o), ~qan®™ =Y < qaanx”, unde o € R*, este R;.

3) Produsul celor doud serii de puteri este tot o serie de puteri care are raza de convergentd

R Z iIlf(Rl, RQ)

DEMONSTRATIE: 1) Daca x este un punct astfel incat |z| < Ry si |z| < Ra, atunci seriile
Y om0 @nx" §1 Y~ bna™ sunt absolut convergente, de unde rezulta ca si seria ), < (an + b, )z"
este absolut convergenta si deci R > inf(Ry, Ry). Exista cazuri cand R > inf(Ry, Ro) si anume
dacad Ry < 00 §i b, = —a, = Re = R; si R = 00. Daca s si t sunt sumele celor doud serii, atunci
suma seriei Y, <o(an + b))z, o(x) = s(z) + t(z), Yz cu |z| < R.
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. aa . a . . . o
2) limy, 00 ‘ agzl ‘ = lim,— 0o ‘ g:l ‘ = seria ano aan,x™ are acceagi raza de convergenta

ca seria ), o ana" §i are suma 7(z) = as(x), Vz € (R, R1).

3) Seria produs a celor doud serii este ), (Ziﬂ-:n aib]) x™ care este tot o serie de puteri.
Daca x este un punct astfel incat [z| < Ry si [#| < Ry, atunci seriile ) 5 - an@™ §i ) 5 bpx™ sunt
absolut convergente. Din teorema lui Mertens rezulta ca si seria produs ano cn, este absolut
convergentd, deci R > inf(Rj, R2). Dacd v este suma seriei produs avem ~v(x) = s(z)t(x),
V|z| < R.

o < s n o z" 1
Exemplu 6.7.4 1. Sd efectudm produsul seritlor anow st ano w5 An = 1,b, = 37 Vn>
0. Coeficientii seriei produs sunt

n

1 11— 1 1
= wbi= 2 =2 g5=""1 =33 %)

i+j=n i+j=n 7=0

Razele de convergentd ale seritlor date sunt Ry = 1 respectiv Ro = 3. Raza de convergentd a
seriei produs este R > min(1,3) =1, R = 1.

Observatia 6.7.3 Daca seriile Y, ~qanx™ i Y .~obp2™ au razele de convergentd diferite, de
ezemplu Ry < Ra, atunci pentru orice x cu Ry < |z| < Ry seria sumd (la fel si seria produs) a
lor este divergentd, deoarece este suma dintre o serie divergentd si una convergentd. Prin urmare
raza de convergentd R a seriei sumd (produs) este R = min(Ry, Rg).

6.8 Seria Taylor. Dezvoltari in serii

Fie seria de puteri ano anx™ avand raza de convergentd nenuld, R # 0 gi s suma ei pe intervalul
(=R, R). Aplicand in mod succesiv teorema de derivare termen cu termen pe (—R, R), obtinem
s () = Yosknn—1)...(n—k+ Daz" % V|z| <R i Vke&N. Pentru z = 0 rezulti

s®(0) = klay, k€N, (6.3)
. s (0) e R .
adicd ar = g Agadar, coeficientii unei serii de puteri cu raza de convergentd R # 0 sunt
determinati in mod unic de functia suma prin relatiile (6.3), deci
S(0) , 5"(0) , s™(0)

T -

s(z) = s(0) + 2" +..., V]z| <R

Definitia 6.8.1 Fie f: 1 — R, unde I este un interval, o functie indefinit derivabild si xo € I.

f(n)(xo)(x—x “
0

Perechii (f, o) i se poate asocia o serie de puteri centratd in xo §i anume )y, <, m

numitd seria Taylor asociatd functier f in punctul xo.

Observatia 6.8.1 Toate proprietatile seriilor de puteri se meniin si in cazul seriei Taylor
(deoarece este tol o serie de puteri).

Problema care apare este daci seria Taylor asociatii unei functii indefinit derivabile intr-un
punct xg care apartine domeniului functiei are si alte puncte de convergenti in afard de x = x,
adicd daci are raza de convergentd diferitd de zero. De asemenea, ne intereseazd daci pe tot
intervalul de convergentd suma seriei Taylor coincide cu functia dati f.
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0, z€[—a,o]
Fie functia f : [-a,a] = R f(z) = 1 . Functia f este indefinit derivabild in
eT x € (0,al

punctul zop = 0 si f(0) =0, Vn > 0. Ar rezulta ca seria Taylor are toti termenii nuli, deci suma
functia nuld, dar care nu coincide cu functia f.

Totusi in anumite conditii raza de convergenta a seriei Taylor este nenuld gi suma ei coincide
cu functia f.

Definitia 6.8.2 Fie f : [a,b] — R o functie indefinit derivabila. Spunem cd functia are derivate
de orice ordin egal marginite daca 3 M > 0 astfel ca |f™(z)] < M,V z € [a,b] si ¥V n > 0.

Teorema 6.8.1 Fie f : [a,b] — R o functie indefinit derivabild, cu derivatele de orice ordin
egal marginite pe [a,b]. Atunci pentru orice punct xo € (a,b) seria Taylor asociatd funciiei f si
punctului xo este uniform convergentd pe [a,b] avind ca sumd functia f, adica

") (g
fl@)=>" f(!‘))(x —z)", Yz € la,bl.

n
n>0

DEMONSTRATIE: Fie (s;,) girul sumelor partiale asociat seriei Taylor, adica

m R (g
sp(x) = kz_o / k(' 0)(96 — xo)".

Scriem pentru functia f si punctul xg € (a,b) formula lui Taylor cu rest Lagrange:

)

f(l’) = f(x0)+f/(1{f.0 ($—l’0)—|—f”;?ao)(x—xo)2+...+
(n) x (n+1)
+ fn(!())(x —xzo)" + m(x _ xo)”“,

x € |a,b], unde £ este cuprins intre z si z. Rezulta ca

f(z) = sp(z) + {7::_1 (1?' (x —x0)"™, V€ [a,b] =
f(n—i—l) g .
= f(z) — sp(x) = (n—!—l()')(x —x0)" ™, V z € [a,b).

Din ipoteza stim ca derivatele de orice ordin ale functiei f sunt egal marginite pe [a, b], adica
3 M > 0 astfel incat ¥V € [a,b] si Vn >0 |f)(x)] < M. Asadar

(n+1)
@) = saall = | Lo e = = e - o <
M

= 1)!(1) —a)"", Yz ela,b).
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o o . . . . M(b—a)"t!
Aceasta serie fiind convergentd, rezulta cé termenul ei general tinde la zero, adica ECES) —
M(b _ a)n—H

(n+1)!
astfel incat V n > n(e) si Vo € [a,b]|sp(x) — f(2)| < ¢, adica sy, v f pe [a,b], prin urmare
seria Taylor asociata functiei f si punctului xg este uniform convergenta pe [a, b] si are ca suma
functia f.

0. Deci Ve > 0, In(e) € N astfel incat ¥V n > n(e) <e=Ve>0,3n() eN

Definitia 6.8.3 Dacd in definitia 6.8.1 inlocuim xg cu 0, iar f este o functie indefinit derivabild
£0(0) n

in punctul 0 € I obtinem seria Mac-Laurin si anume ), <,

Exemple de dezvoltari in serii

1. Functii trigonometrice

a) f:R — [-1,1] f(z) = sinz; f'(x) = cosz, f(x) = —sinz, f"(z) = —cosz, fH(z) =
sinz gi se aratd ugor, prin inductie, ca £ (x) = sin(x + %), VaxeR.

Cum |[f™(z)| <1,V z € R, rezulta ci aceastd functie este suma seriei Mac-Laurin asociate,

adicd -
o B . 22n+

1 P _ — —_— — — DRI —_ ni
sine =2 — 5 +5' 7!+ +(-1) (2n+1)!+...,Vx€R
b) f:R — [-1,1] f(z) = cosz; f'(z) = —sinz, f’(x) = —cosz, f"(z) = sinz, fP(z) =
cos i se aratd usor, prin inductie, ca £ (x) = cos(x + %), VaxeR.
Cum |[f™(z)| < 1,V z € R, rezultd ci aceasts functia este suma seriei Mac-Laurin asociate,
adica

2 4 6 2n
x T T x
coszr=1——+—— —+---+(=1)" +...,VzeR.
ST TR I Sl Cy
N : : coa o osin
Dezvoltarea in serie pentru tgz se obtine prin impartire G557

2. Functii exponentiale gi hiperbolice
f:R=Rf(z)=e*,VzeR CumpentruVa € R,V z € [—a,a] e ® < f("(z) < e, unde
f)(x) = e*, ¥z € R rezulti ci e® este suma seriei Mac-Laurin asociate, adica

2 3 n
r oz x x
P=ld it gttt VaER.
1 3! n!
Inlocuind pe & cu —z obtinem
2 3 n
e _q_r T T _n®
et =1 TR 3|+ 4 (=) pERERE VazeR.
Pentru functiile sh,ch : R — R shx = %(e‘r —e ") gichx = %(ex + e~ ) avem
3 5 2n+1
oz x
he==+—+=— —— +...,VzeR
e +3'+5'Jr oy T v
R 220

3. Seria binomului generalizat
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Consideram functia f : R — R f(x) = (1+x)*, A € R. Aplicim formula Mac-Laurin acestei
functii

' (n)
f(w)zf(0)+"Lf?)x+-~~+w "+ Rn(x), (6.4)
e (1= 6y +1-p £ ) )
1— n+1— n z) .,
R, (z) = CES] 2" 0< <.

Avem fB () = XA =1)...A—k+ DA +2)*F s fHO)=XA=1)...(A—k+1),VE> 1.
Atunci (6.4) devine

A AA—=1 AMA=1)...(A— 1
fla) =1+ Jo g 2O AT Ot Dy g )
1! 2! nl
unde R, (z) = (1 —0)"F1PAXA = 1)... (A —n)z" (1 + gx)k—n—l'
Luand p = 1 obtinem
Ry(z) = @)\(A —1)...(A=n)z" (1 4 o)A L
n

Ru(e) = un(l—0)"(1+ 02",

unde

un: )\(A_l)...()\_n)xn_;'_l'
n!

Pentru |z| < 1, conform criteriului raportului D’Alambert, seria ), ., un este absolut conver-
gentd, deoarece

A — 1
lim |2 = im ’H‘ |z = |z| < 1.
n—oo | Up n—oo n+1
Asadar lim,_,o u, = 0. Fie
1-6

vy = (1= 60)"(1 + )} "1 = < )n (1 + 6x) L,

1+ 0x
1-6
1+ 6x

Prin urmare, lim, . Ry(z) = 0 pentru orice A € R si |z| < 1. Astfel, pentru |z| < 1 si
A € R, obtinem urméatoarea dezvoltare in serie Mac-Laurin, numita seria binomului generalizat:

Deoarece

‘ < 1, atunci cand |z| < 1, obtinem lim,, o v, = 0.

A AA-1 AMA=1)...A=n+1
(1+x)’\:1+1'96+(2|):v2+~-+ ( ) nf nt ):c”+...

Seria numerica

A A1 AAN=1)...(A—n+1
1+1|+(2)+~~+ A=1) n'( ntl g (6.5)

este absolut convergentd daca A > 0. Intr-adevir, conform criteriului Raabe-Duhamel avem:

lim n( n+1‘_1>: lim <”+1_”+)‘) —A+1,
n—00 A n—o00 n—\

deci, daca A > 0, seria (6.5) este absolut convergentd. Obtinem ca seria binomului generalizat
este convergentd pentru z = 1, dacd A > 0.
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Seria numericd (6.5) este convergenta pentru A > —1. Seria (6.5) fiind alternata e suficient
AMA=1)...A=n+1
n!

Scriem termenul general sub forma

e Cp (1250 (12220 L (125,

Pentru A +1 > 0 rezultd 1 — % < et de unde | < e~ AFDI+H3H43) 5 0 deci
lim,, o0 v, = 0.
Seria binomului generalizat este convergentd pentru z = 1, dacd A > —1.

s& tinda catre zero.

ca termenul




Capitolul 7

Integrale generalizate

7.1 Integrale generalizate

Conceptul de integrald a fost definit pentru functii marginite pe intervale (multimi) compacte.
Extinzénd acest concept, renuntand la cel putin una dintre aceste conditii, obtinem integralele
improprii sau generalizate. Punem problema integrabilititii unei functii nemérginite pe un inter-
val nemirginit. Aceastd problema este un caz particular al unei probleme mai generale gi anume
aceea a integrabilitatii unei functii pe un interval necompact in situatia in care functia este inte-
grabild pe orice subinterval compact. Se disting pe dreapta reald opt tipuri de intervale necom-
pacte: (a,b],[a,b), (a,b), (—o0,b],[a,00), (—00,b), (a,00) si (—o0,00), unde a,b € R a < b.

Definitia 7.1.1 Fie I C R un interval si f : I — R o functie. Functia [ se numeste local
wntegrabild dacd este integrabild pe orice interval compact inclus in I.

Definitia 7.1.2 Fie f : [a,b) — R o functie local integrabild, a € R, b € R a < b. Definim
functia F : [a,b) — R F(z) = / f(t)dt, V = € [a,b). Perechea (f,F) se numeste integrala

a
b—a

improprie sau integrala generalizatd a funcgiei f pe intervalul [a,b) si se noteazd f(x)dx

sau / " F@)de sau / " fdn.

b
Daca lirri F(z) € R (exista gi este finitd) atunci spunem despre integrala improprie / fdx
Tr— a

b
cd este convergentd. In caz contrar vom spune cd integrala improprie / fdx este divergentd.
a

Exemplu 7.1.1 1. Fie f:[0,00) = R f(x) = 7 _1_1:62 . Avem

T dt ‘
F(x) = / —— = arctgt| = arctgr — arctg0 = arctgr,
0 1+t

)

oo

lim F(z) = lim arctgr =
rT—0Q r—00

- * dx y
deci integrala —— este convergentd pe [0,00).
0 142z

163
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2. Fie f:[l,00) = R f(x) = % Avem

=lnz—-—Inl=Inz, lim F(z)= lim Inz = oo,
1 r—00 r—00

. *dx .
deci integrala / — este divergentd pe [1,00).
1 X

3. f:[0,1) = R f(z) = \/7 Avem

x
/ = arcsint| = arcsinx — arcsin0 = arcsinz ,
0
. T
lim F(x) = lim arcsinz = — ,
z,/'1 z /1 2
U dx
deci integrala / ——— este convergentd pe [0, 1).
0 1— a2
Definitia 7.1.3 Fie [ : (a b] — R o functie local integrabild, a € R,b € R, a < b. Definim
functia F(a,b] — R F(z / f(&)dt,¥ z € [a,b]. Perechea (f,F) se numeste integrala impro-

prie a functiei [ pe intervalul (a,b] si se noteazd / f(z)dx sau / f(x)dx sau / fdx.
a+0 a a

b
Daca lim F(x) € R (existd si este finitd), atunci spunem despre integrala improprie / fdx
a

r—a

b
ca este convergentd. In caz contrar vom spune ca integrala improprie / fdx este divergentd.
a

Exemplu 7.1.2 1. f:(O,l]—>Rf(:c):$% a# 1.

1 1
F(x) — / @ — 1 t_a+1 = 1 1 (1 — Ocl—l> .
T = — T

t* (1-a)
Ca o _ dx 5
Ezista si este finitd h{% F(x) & a < 1. Asadar integrala — este convergentd < o < 1.
x o T

1 1
2. f:(0,1] = R f(z) =Inz, F(ac):/ Intdt = (tInt —t)

=zx—1-2zl ) lim F(z) =
x a:na:§zz1<1}) ()

xT

1
0 :>/ In xdz este convergentd.
0

Fie f : (a,b) — R o functie local integrabild, a,b € R a < b. Atunci existd a < ¢ < b astfel
incat integralele / f(x)dx si / f(x)dx sunt convergente dacd gi numai dacid / f(x)dx este

convergenta in care caz
/f m_/f m+/f

d d
Exemplu 7.1.3 f: R - R f(x) = 7 +1x2’ Integralele / ﬁxx?’ respectiv / ’ 5 fiind
0

oo L+
oL dx oo dx
convergente, rezultd ca si integrala 5 este convergenta s 5
o L+ o L+

0

= .
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7.2 Proprietati ale integralelor improprii

Teorema 7.2.1 Daci f,g : [a,b) — R sunt doud functii local integrabile, a < b,a € R, b €
b

b
R si integralele / fdzx si / gdx sunt convergente, atunci $i integrala / (af + Bg)dx este
a

convergentd, unde o, 8 sunt constante reale.

DEMONSTRATIE. Notam F(z / f(t)dt, G(x / o)t si H(z) = /$[O¢f(t) .
Bg(t)]dt, ¥ = € [a,b). Avem a

lim H(x) = glg% w[af(t)+ﬁg( dt—hm[ / f(t dt+ﬁ/ ]

r—b a
T

= alim [ f(¢)dt + B lim ()dt:ahn%F( )—i—ﬁhn})G( x).

xz—b J, xz—b J,

b
Cum 3 lim F(z), imG(z) € R = 3 lim H(z) € R, adicd integrala / (af + Bg)dx este

z—b z—b z—b
convergenta.

Teorema 7.2.2 Dacd f : [a,b) — R este o functie local integrabild, a < b,a € R,b € R si
b b

¢ € (a,b), atunci integralele / fdx si / fdx au aceeasi naturd.
a C

DEMONSTRATIE. Fie F(x) = / f)dt, G(z) = / ft)dt, ¥ x € [a,b) si I = / f(t)dt.
Avem F(z) = I + G(x) de unde lim:F(x) =1+ lin}) G(gs) Agadar 1in}) F(z) exista si este finitd
< lim G(x) exista gi este finita.

r—b

7.3 Criterii de convergenta

Observam ca convergenta unei integrale improprii se reduce la existenta si finititudinea limitei
functiei F.

Teorema 7.3.1 Criteriul general de convergentd al lui Cauchy
b

Fie f : [a,b) — R o functie local integrabild, a < b, a € R si b € R. Integrala / fdx este
convergentd dacd i numat daca ¥V e >0, be, a < b. < b, astfel incit Vb <z <y <ab sd avem

‘/jf(t)dt <e

DEMONSTRATIE: Fie F(x) = / f(t)dt. Atunci enuntul teoremei se poate reformula astfel:

b
integrala fdz este convergentd dacad gi numai daca Ve > 0, 3 b, a < b, < b astfel incat

a
Vb <z <y<bsiavem |F(y) — F(z)| <e.
b
Dar integrala / fdx este convergenti < limb F(z) exista gi este finita ceea ce este echivalent,
xr—

a
conform teoremei Cauchy-Bolzano, cu V ¢ > 0, 3 b, € [a,b) astfel incat V b, < z <y < b
|F(y) — F(x)| < € i demonstratia teoremei este incheiati.
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Definitia 7.3.1 Fie f : [a,b) — R o functie local integrabild, a < b a € R si b € R. Integrala
b b
/ fdx este absolut convergentd dacd integrala / |f|dx este convergentd.
a a

Teorema 7.3.2 Fie f : [a,b) — R o functie local integrabild, a < b, a € R si b € R. Dacd

b
integrala / fdx este absolut convergentd, atunci ea este convergentd.
a

b
DEMONSTRATIE. Daca / fdx este absolut convergenta, atunci conform criteriului lui
a

Cauchy avem pentru oricee > 0, b, a < b < bastfel incat V. <z <y <b

/x o

b
lui Cauchy, rezultid ci integrala / fdx este convergenti.
a

y
[f(t)] dt‘ <e.

xT

. y
Insa / f(t)dt' < g gi, aplicand criteriul
xr

y
g/ |f(t)|dt, deciV b, < x < y < b avem

Observatia 7.3.1 Din teorema 7.58.2 rezultd cd integrabilitatea functiei |f| implicd integrabili-
tatea functiei f (reciproca nu are loc), degi stim ca pe un interval compact reciproca este adevaratd
dar afirmafia de mai sus nu are loc in general.

Teorema 7.3.3 Criteriu de comparatie cu inegalitafi -
Fie f,g : la,b) — R doud functii local integrabile, a < b, a € R, b € R si g(x) >0,V x € [a,b).
b b
Daca |f(x)| < g(x), ¥V © € [a,b) si integrala / gdx este convergentd, atunci integrala / fdx
a a

este absolut convergentd.

b
DEMONSTRATIE: Fie € > 0. Deoarece gdx este convergenti rezultd, conform teoremei

a
y
7.3.1, ca existd b, a < b. < b astfel incat V b, < z < y < b sd avem / g(t)dt’ < e. Dar,
x

Y y b
cum / |f(t)|dt < / g(t)dt, rezultd conform teoremelor 7.3.1 si 7.3.2 ca integrala / fdx este
absolut convergenté.x ¢

Exemplu 7.3.1 Fie f:[0,00) = R f(z) = e=®*. Conform teoremei 7.2.2 e suficient s studiem
(o)

oo
. . _ 2 2 _ . . _ 2
natura integrales e ¥dx; YV >1 avem e < e %, iar integrala / e ¥ dx este conver-
1 1
genta, deoarece
r « 1
F(x) = / eldt=—e"| =el—e" 5=, - o0
1 €

o
o S a2 y y
Asadar, conform criteriului comparatiet, mtegmla/ e " dx este convergentd, de unde rezultd
o0 2 1
cd mtegmla/ e ¥ dx este convergentd.
0

Observatia 7.3.2 Fie f,g : [a,b) — R doud functii local integrabile, a < b, a € R, b € R si
b
g(x) >0,V z € [a,b). Daca |f(z)| < g(z), V x € [a,b) i integrala / fdx este divergentd, atunci

b
st integrala / gdx este divergentd.
a
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Teorema 7.3.4 Criteriu de comparatie la limitd B
Daca f,g : [a,b) — R sunt doud functii local integrabile, a < b, a € R i b € R, g(z) > 0,
YV x € [a,b) si astfel incdt exista limita lim M =1 € R, atunci:
z—b g(x)

b b
1. Daca integrala / gdx este convergentd, rezultd cd $i integrala / fdz este absolut con-
a a

vergentd;
2. Dacd l # 0, rezultd ca cele doud integrale au aceeasi naturd.
DEMONSTRATIE: 1. limM =1 = lim |f ()] =|l|, deunde Ve >0, 3b.,a <b:<b
a—b () z—b g(x)
astfel incat V b, < z < b sd avem |l| — ¢ < |£((i>)| < |l] + . Dar, fiindca g(z) > 0, rezultd

b
|f(z)| < (Jl|4+¢€)g(x) pentru b, < x < b. Cum integrala / gdx este convergentd pe baza teoremei
a

b
7.2.2 rezulta ca integrala / gdx este convergenti gi din criteriul comparatiei cu inegalititi avem
be

b b
absolut convergenta integralei / fdx, adicd absolut convergenta integralei / fdx (din teorema
be a

7.2.2).
9()

. 1 . g(z) 1
2. 1 # 0 atundi lim =—= = = = lim = _
e R A AT Rl

Un rol important in folosirea criteriilor de comparatie il joacd urmatoarele integrale

b 0o
d d
/ @ gl / & (a > 0). Pentru o # 1 avem
a (b - x)a a ™

T (b _ $\—a+1 | —a —a+1 —r —a+1
F(x):/ (bdt (b—1t) _(b—a) (b—a)

si aplicam punctul 1 al teoremei.

—t)o 1 -«  l-« -«

a

bh— l—«a
Existd si este finitd limita hH})F(CL‘) = (1(1) < a < 1. Pentru @ = 1 avem F(x) =
T— -
Todt

b
dx
(b — O = (b — (b — i F(2) — oo .. @
e n(b—t)|* n(b—2z)+In(b —a) si lim (z) = o0. Deci mtegrala/a b—a)n

este convergenta pentru o < 1 si divergenta pentru a > 1.
In cazul celei de-a doua integrale, pentru o # 1 avem
Tdt 1

o ¢ l1-a

L T l,l—a al—a

F(z) = l—a 1-—-a

a

e T gt
¢ 1<:>a<1.Pentrua:1avemF(x): = =

Exista si este finitd limita lim F(z) =
T—00 o — o

oo
Int|; = Inz —Ina — oo, * — oo0. Deci integrala / pcs este convergenta pentru a > 1 gi
a

divergenta pentru a < 1.
Teorema 7.3.5 Dacd f : [a,00) — R este o functie local integrabild, a € R, astfel incdt existd
limita lim x®f(x) =1, atunci:
Tr—00 0
1. Daci o> 1 51 0 <1 < 00, integrala fdx este absolut convergentda;

a
o0

2. Dacd o <1 $1 0 <l <00, integrala / fdx este divergentd.
a
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f(x)

DEMONSTRATIE: 1. Fie g(z) = :r% Avem lim ﬁ = [ gi, cum pentru a > 1 integrala
T—00 g(T

* dx
— este convergenta, aplicim punctul 1 al criteriului de comparatie la limitd, deci integrala
a

oo
/ fdx este absolut convergentd.
a

o0

2. Pentru a < 1 integrala / gdz este divergentd, iar din punctul 2 al criteriului de com-
a

paratie la limita, avem c& integrala / fdx este divergenta.

dx
Exemplu 7.3.2 1. Sa studiem natura integralei /
P ! Vita?
lim 2%———— =1 pentru o = 1 si deci integrala este divergentd.

z—oo /1 + 2

arctgx arctgr w
2. / g dx; lim 2g = — pentru a = 2, deci integrala este convergentd.
1 x? T—00 2

Teorema 7.3.6 Dacd f : [a,b) — R este o functie local integrabila, a < b, a,b € R astfel incdt
exista limita h}r})(b —z)%f(z) =1, atunci:
xT

b
1. Daci a <1 510 <[ < o0, integrala / fdx este convergentd.
a

b
2. Daca ao>1 g1 0 <l < o0, integrala / fdx este divergentd.
a

1 f (m)

DEMONSTRATIE: 1. Fie g(x) = 47— . Avem lim —— = [ si, intrucat pentru a < 1
integrala / W este convergenti, aplicaAnd punctul 1 al criteriului de comparatie la limita,
-
a
rezultd cd integrala / fdx este convergenti.

b
2. Pentru a > 1 integrala / gdx este divergenti gi, din punctul 2 al criteriului de comparatie
a

b
la limita, avem ci gi integrala / fdx este divergenta.
a

1
xdz x
Exemplu 7.3.3 1. / ———; lim(1—=x entru o = 5 < 1, dect integrala
b [ e o i = 0 2 /
este convergenta.
2/1d‘%1(1)1 L ent 1, deci integrala este di ta
\ —; lim (1 — =z = — pentru o = 1, deci integrala este divergentd.
o 1—22 z/1 1-22 27 g g

Teorema 7.3.7 Dacd f : (a,b] — R este o functie local integrabild, a < b, a,b € R astfel incdt
existd limita lim,_,(x — a)®f(x) = 1, atunci:

b
1. Dacd o <1 510 <1< 00, integrala / fdx este convergentd;
a
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b
2. Dacda aa>1 1 0 <l < o0, integrala / fdx este divergentad.
a
Teorema 7.3.8 Criteriul integral al lui Cauchy
Daca f :[1,00) — Ry este o functie reald, pozitiva si descrescitoare pe [1,00), atunci urmd-
toarele afirmatii sunt echivalente:
n
1. sirul (uy), up :/ f(x)dx este convergent;
1
2. seria numericd )_,~, f(n) este convergentd;

o0
3. mtegmla/ f(x)dx este convergenta.
1

DEMONSTRATIE: 1 < 2 Deoarece f este descrescitoare si pozitivda, rezultd ca f(n) <
n

/ flz)de < f(n—1) ,¥n>2siatunci

n—1

3
3
3
|
—

flk) = f(1) Sun = [ flx)de < f(k) (7.1)

k=1 1 k=1

Daci girul (uy,) este convergent, rezulta ca el este marginit, deci existd M > 0 astfel incat
up <M, Vn=>1 (7.2)

Daca notdm s, = Y ,_, f(k), sirul sumelor partiale asociat seriei ), <, f(n), atunci din (7.1) si
(7.2) obtinem s, < f(1) + M,V n > 1, adica sirul (s,) al sumelor partiale este marginit. Din
teorema 5.6.1 rezultd ca seria > .~ f(n) este convergenta.

Presupunand acum, ca seria Y, -, f(n) este convergentd, avem ci sirul (s,,) este marginit,
deci exista My > 0 astfel incat s, < My, ¥ n > 1. Din (7.1) avem u, < My, ¥ n > 1, adici sirul
(uy) este marginit i, cum el este gi descrescitor, rezultd ci (u,) este convergent.

1 = 3 Presupunem sirul (u,) convergent gi notdm F': [1,00) — R

F(t):/1 f(x)dx.

Intrucat V ¢, ts € [1,00) cu t; < to avem F(t1) < F(ts) sicum [t] <t < [t] +1 = [t+1] avem

/jf(ﬂ:)dx < /1[t+1} f(x)dx = /jf(x)da: + /t[t+1} f(z)de,

de unde V ¢ € [1,00) F'(t) < ujg41]. Deoarece sirul (u,) este marginit (fiind convergent), rezulta ca
3 M > 0 astfel incat u, < M,V n > 1. Prin urmare, V¢ € [1,00) F(t) < M, deci tlim F(t) e R,
— 00

oo
de unde avem ci integrala / f(x)dx convergenta.
1

(0.9}

3 = 1 Presupunem integrala fdx convergenta. Atunci existd lim F(x) € R, deci
T— 00

1
YV x, — oo girul (F(x,)) este convergent. Alegdnd z, = n obtinem F(n) = u,, adici girul
(up) convergent.

o0
x
Exemplu 7.3.4 1. Pentru o afla natura integrales / — folosim criteriul integral al lui
1 X

Cauchy. Consideram functia f : [1,00) — Ry f(x) = :C% Seria armonicd generalizatd
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anl n% este convergentd pentru o > 1 si divergentd pentru o < 1. Asadar integrala

o0
x
/ — este convergentd pentru o« > 1 gi divergentd pentru o < 1.
1 T

2. Seria 3 1 naturi cu integrala | — tq pentru o >
. eria n>2 n(ln n)a are aceeagt nalura cu imniegraia ) :L'(ln :U)O“ convergenta peniru o

1 st dwergentd pentru o < 1.

Teorema 7.3.9 Criteriul lui Abel ~
Daci f, g : [a,00) — R sunt doud functii de clasi C'[a,00) astfel ca lim f(x) =0 §i/ fldx

xT
sa fie absolut convergentd, g continud, iar functia G(z) = / g(t)dt marginitd pe [a, 00), atunci
a

oo
/ fgdx este convergenta.
a

DEMONSTRATIE: G marginitda = 3 M > 0 astfel incat |G(z)| < M pentru orice z € [a, 00).
| o= goywi - [ (rera. vae o)

/ “(fa)(t)dt = f(x)Clz) / (PGt < f(2)Gx) — M / " P,
(G0 < MIF(1)], Vte [a,00).

x
Fiindca exista si este finitd limita lim [f(z)G(x) — M/ f'(t)dt], atunci existd si este finita
Tr—0Q a
xX

xX
limita lim (fg)(t)dt, prin urmare integrala / fgdz este convergenta.
a

—
r—00 a

sinx

este absolut convergentd.

dx; lim ( -1
t

T—00

o0
Exemplu 7.3.5 Integmla/
1 i

f(x):%, fe (1, o0), Am\f/ydmz/loo‘_;

T
)=t
1

oo
deci integrala / f'dx este absolut convergentd.
1

x
g(x) = sinzx este continud, G(z) = / sintdt = —cost|] = cosl — cosx este marginitd.
1

* sinx
Atunci, conform criteriului lui Abel, integrala / ——dx este convergentd.
1 i



Capitolul 8

Integrale curbilinii

8.1 Drumuri. Curbe

z 4
Aa) 5
Definitia 8.1.1 Fie [a,b] C R un interval. Orice functie con- ’/jt—)/ﬂ )
tinua F : [a,b] — R™ se numesgte drum in R™. L
Im F = Fla,b] se numegte urma drumului (sau traiectoria 4 b
sau holograful drumului). >
Daci F = (fa, fo,..., fn) cu fi : [a,b] — R, fi € C%a,b], 0
atunci
z1 = f1(t)
xg = fa(t)
, , t € [a,b], se numegte reprezentarea para-x Figura 8.1:
In = fn(t)

metricd a drumului F.

Exemplu 8.1.1 1. F:[0,7] — R2F(t) = (cost,sint) este drum in R%. Reprezenlarea para-
T = cost

y = sint , t€]0,7].

metricd a acestui drum este dj : {

2. F:[-1,1] = R2 F(t) = (t,V1 — t2) este drum in R?, care are aceeasi traiectorie ca §i dru-
=1
mul dy, dar parcursa in sens contrar si reprezentarea parametrica do : { 5 e te
[_17 1]
Definitia 8.1.2 Dacd F : [a,b] — R? este un drum in R, atunci F(a) si F(b) se numesc
extremitatile drumului. Dacd F(a) = F(b), atunci drumul se numeste drum inchis.

In drumul d; (exemplul 8.1.1), daci t € [0, 27, atunci acesta este inchis.
Definitia 8.1.3 Dacd pentru un drum F : [a,b] — R™, F € C'([a,b]) si F'(t) # Ogn, pentru

orice t € [a,b] (adica f12(t) + fo2(t) + - + f,2(t) > 0 pentru orice t € [a,b]), atunci acesta se
numeste drum neted.

171
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z 4 Flo)

Drumaurile F : [a,b] — R™ ¢i G : [c,d] — R" se numesc

juztapozabile, daci b= c si F(b) = G(c). In acest caz drumul
L F(t), te€|a,b

. n _ 9 )
H : [a,d] — R", definit prin H(t) = { G(t), tebd se G
numeste jurtapunerea (sau concatenarea) drumurilor F gi G F(b)=G(c)
st se noteaza H = FUG. 1) Ty
In figura 2 avem un exemplu de drumuri juxtapozabile in R®.

x Figura 8.2:

Definitia 8.1.4 Un drum F : [a,b] — R"™ se numeste neted pe portiuni dacd el este jurtapunerea
unui numdr finit de drumuri netede.

In continuare vom presupune ci F este un drum in spatiu tridimensional R3.

Fie F : [a,b] — R? un drum in R?® avand
reprezentarea parametrica

z = f(t)

t
d: y=g(t) ,tela,bl, f,g,heC’O[a,b] (8.1)
z = h(t)

v

siAta=ty<t; < - <typ_1<ty,="bo diviziune o Y

a intervalului [a, b]. Punctele Mo(f(to), g(to), h(to)),

Mi(f(h), 9(t0)sh(t))s oo Ma(F(ta), gtn), h(tn))

determind o linie poligonala ce are varfurile situate

pe ImF'| iar My si M, reprezintd extremitatile dru-

mului F. Figura 8.3:
Lungimea acestei linii poligonale, [a, este

n—1

In = Z [(f(tig1) = f(t))* + (g(tigr) — g(t:))* + (h(tiy1) — h(t:))?]

1=0

12 (8.2)

Se observi cé, dacé se inlocuiegte diviziunea A cu o diviziune mai find, [a creste.

Definitia 8.1.5 Un drum F : [a,b] — R3 se numeste rectificabil dacd multimea {In} este ma-
jorata. Marginea superioard a acester muliime se numeste lungimea drumului F' si se noteaza
I(d) = supaep la, unde D = multimea tuturor diviziunilor intervalului [a, b].

Definitia 8.1.6 Fie f : [a,b] — R o funclie si A = (xo,21,...,2Tyn) 0 diviziune a intervalului
[a, b]. Numdarul real pozitiv

Va = |f(z1) = f@o)| + [f(x2) = flz)[ + - + [f(2n) = f(zn-1)]

se numeste variatia functiei [ relativd la diviziunea A.
Functia f se numeste cu variafie marginitd pe intervalul [a,b] dacd existd un numdar M > 0
astfel tncat Va < M,V A € D.

Teorema 8.1.1 Criteriu de rectificabilitate al lui Jordan
Drumul d avand reprezentarea parametricd (8.1) este rectificabil daca si numai dacd functiile
f,9,h sunt cu variatie mdrginitd.
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DEMONSTRATIE. Sumele

n—1 n—1 n—1
S 1) = FE)L D lg(tirn) — g(t)l, D 1a(tir) — h(ts)] (8.3)
i=0 i=0 i=0
sunt mai mici decit
n—1
[(F(tie) = F(t:)? + (altisn) — 9(t:) + (h(tira) — h(t:)?]'? (8-4)
i=0

Daca drumul d este rectificabil, atunci suma (8.4) este majoratd, deci sunt majorate gi sumele
(8.3), adica functiile f, g, h sunt cu variatie marginita.
Invers, presupunem functiile f, g, h cu variatie marginita. Cum

1
[(F(ti41) = F(E)? + gtin) — a(t)? + (hltisn) — h(t)?]* <

n

s
I |
()

i

n—1
<Y 1F(tign) = () + lg(tivn) — g(t)| + |A(tiga) — h(t:)
=0

iar suma din dreapta este majoratd (f,g,h cu variatie marginitia), atunci {Ia} este majorata,
adica drumul d este rectificabil.

Teorema 8.1.2 Orice drum neted d de forma (8.1) este rectificabil i lungimea drumului este

I(d) = /b \/f’2(t) + ¢'2(t) + h'2(t)dt.

DEMONSTRATIE. Intrucat f,g,h € Cla,b], rezulta ci ele sunt cu variatie mirginitd si
conform teoremei 8.1.1 drumul d este rectificabil.

Fie Ata=ty <t <--- <ty =>o diviziune a intervalului [a, b].

Aplicand teorema cregterilor finite a lui Lagrange pe fiecare subinterval [t;, t;+1] C [a,b] se
obtin punctele ¢; < &;,m;, (; < ti4+1 astfel incat

f(tivr) = f(t:) = f'(&)(tiv1 — i)
g(tiv1) — g(ts) = g’ (i) (tix1 — t;)
h(tit1) = h(t;) = h'(G)(tip1 — i)

Atunci relatia (8.2) devine

n—1
Ia = Y. \/f@(fz‘) +9%(m) + B2(G) (i — i) =
1=0

n—1
= ) + g2 + W) (i — 1) +
=0

n—1
2 W F2(&) + 9 (0) + ()~
=0

—\12m) + g2(m) + 125 | (tiga 1), (8.5)
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pentru orice 7; € [t;, tit1].
Consideram functia G : [a, b] X [a,b] X [a,b] — R, unde

Gz, y, 2 \/f’2 )+9%(y) +h2(2), Va,y,z€lab]

Functia G este continud pe multimea D = [a, b] X [a, b] X [a, b], deci uniform continua pe D. Prin
urmare, pentru orice ¢ > 0, existd d(¢) > 0 astfel incat pentru orice (z,v, 2), (2’,y',2’) € D cu
|z — 2| < (), ly — | <d(e) g1 |z — 2| <d(e) avem |G(z,y,2) — G(a',y,2")| <e.

Alegem diviziunea A a intervalului [a,b] astfel incat v(A) < d(¢), iar (z,y,2) = (&, 7, G),
(J:‘/, y’, Z/) = (7‘1', Tis TZ‘).

Atunci pentru a doua sumé din (8.5) obtinem

n—1
D (G (& mir G) — Glriy i, )l (tigr — t)| <
i=0

n—1

< Z |G(&ismis G) — G(7i, 73, 7)) (L1 — i) < (b —a).
i=0

Prima sum3 din (8.5) Z?:_Dl G(7i, 7, 7)(tix1 — t;), reprezintd o suma Riemann corespunzitoare
functiei v/ f'2 + ¢'2 + h'2, diviziunii A si punctelor intermediare 7;. Functia v/ f'2 + ¢'2 + h'2 fiind
continud pe [a, b] este integrabild pe acest interval.

Daca (A,) este un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu norma v(A,) — 0, atunci

z 4

b
lim I, :/ \/f’Z(t) + g'2(t) + h'2(t)dt. F

n—oo

Definitia 8.1.7 Doud drumuri F : [a,b] — ] o !
R3 si G : [c,d] — R® se numesc echivalente a t b 0 y
s1 se noteazd F ~ G (sau d ~ d' unde d,d

sunt reprezentdrile parametrice ale lui F' g1

G) daca existd o functie ¢ : [a,b] — [e,d]

continud, strict crescatoare cu p(a) = c, x

©(b) = d si astfel ca F(t) = G(p(t)), pentru Figura 8.4:

orice t € [a,b].

o
S
~
=
QU
v

Observatia 8.1.1 Deoarece ¢(la,b]) = [c,d], rezultd cd doud drumuri echivalente au aceeasi
imagine.

Teorema 8.1.3 Orice drum echivalent cu un drum rectificabil este rectificabil.

T fl(t)
DEMONSTRATIE. Fie drumurile echivalente d; y=aqi(t) , t € J[a,b] si do
z = hl (t)
= fa(t)
y—gz() , teed.
z = hg( )

Deoarece dy ~ dg, rezultd existenta functiei ¢ : [a,b] — [c,d] continud, strict crescdtoare cu
pla) = c,0(b) =d, f1(t) = fale(t)), 91(t) = g2(p(t)) si ha(t) = ha(g(t)), pentru orice ¢ € [a,b].
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Orice diviziune Ag : ¢ =t < t} < -+ < t/, = d a intervalului [c, d] este imaginea prin ¢ a
unei diviziuni Ay @ a =ty < t; < -+ < t,, = b a intervalului [a, b]. Reciproc, oricdrei diviziuni
A; a intervalului [a, b] ii corespunde o diviziune Az a intervalului [, d]. Deci

n—1
Ia, = D [(faltin) = Fu(t)* + (91(tign) — g1(8:)) + (R (tin) — (1)) 2
1=0
n—1
=37 [(fothir) = (D) + (g2(Eh1) — 92 () + (haltisr) — ha(t)?]"* = I,
1=0

Daci da este drum rectificabil, atunci multimea {la, } este majoratd. Cum multimile {ia, }, {la,}
coincid, rezulta ca si {la,} este majoratd, prin urmare drumul d; este rectificabil.
Mai mult, doud drumuri rectificabile si echivalente au aceeasi lungime.

Teorema 8.1.4 Relatia 7 ~ 7 din definitia 8.1.7 este o relafie de echivalenid.

DEMONSTRATIE. Relatia 7 ~ 7 este reflexivd, deoarece luand ¢ = 11,4, pentru orice drum
F avem F' ~ F.

Daca Fy ~ Fy, Fy : [a,b] — R Fy : [e,d] — R3, atunci exista functia ¢ : [a,b] — [c,d]
continud, strict cresciatoare cu p(a) = ¢,¢(b) = d si Fi(t) = Fa(p(t)), pentru orice t € [a,b].
Functia ¢ fiind bijectivi, ¢! este continua, strict crescatoare, o~ 1(c) = a, o 1(d) = bsi Fp(t) =
Fi(¢p~1(t)), pentru orice t € [a,b], adica Fy ~ Fy.

Daca Fy ~ Fy si Fy ~ F3, Fy : [a,b] — R3 Fy : [c,d] — R3, F3 : [e, f] — R3, atunci exista
functiile ¢ : [a,b] — [c,d], ¥ : [e,d] — e, f] continue, strict crescatoare cu ¢(a) = ¢, p(b) = d,
W(c) = e, (d) = f si astfel ca Fi(t) = Fa(p(t)), Fa(t) = F3(¢(t)). Functia ¢ o ¢ : [a,b] — [e, f]
este continud, strict crescitoare, (1 o p)(a) = ¥(p(a)) = ¥(c) = e, (Y o p)(b) = P(e(b)) =
W(d) = f siastfel ca F1(t) = Fa(p(t)) = F3(¥(p(t))) = F3(pop)(t)), pentru orice t € [a, b] adica
F ~ F3.

Observatia 8.1.2 Relafia de echivalentd imparte multimea tuturor drumurilor in clase de
echivalentd disjuncte. Dect doud drumuri sunt echivalente dacd st numat dacd aparfin aceleiass
clase.

Definitia 8.1.8 Se numeste curbd o clasd de drumuri echivalente.

Imaginea curbei este imaginea unui drum continut de curbd. Curba inchisd este curba care
contine cel putin un drum inchis (orice drum echivalent cu un drum inchis este, de asemenea,
inchis). Curba rectificabild este curba care contine cel putin un drum rectificabil. Lungimea unei
curbe rectificabile este lungimea comund a drumurior ce alcdtuiesc aceastd curbd. Curba netedd
este curba ce contine cel putin un drum neted. Curbe juztapozabile sunt doud curbe Cy gi Co
pentru care existd un drum dy € Cy si un drum do € Co astfel ca di si do sd fie juztapozabile.
Clasa de echivalen{d a drumului d = di U ds se numegte juztapunerea curbelor C1 si Co si se
noteaza C = C1 U Cy. O curba C' se numeste netedd pe portiuni dacd este jurtapunerea unui
numar finit de curbe netede C;,i =1,n, adici daca C =J;_, C;. Orice curbd netedd pe por{iuni
este rectificabild. Dacd l[(C) este lungimea unei curbe rectificabile, atunci pentru o curbd netedd

pe porfiuni avem [(C) = > 1(Cy).

In cele ce urmeaza vom nota prin reprezentari parametrice de tipul (8.1), atat drumurile cat
si curbele, fard a exista nici un pericol de confuzie dupéa cele prezentate anterior.



176 8. Integrale curbilinii

Observatia 8.1.3 1. Toate notiunile gi proprietdtile expuse, care s-au referit la drumuri si
curbe in spatiu, se transpun fdrd nici o problemd la drumuri gi curbe in plan. De ezemplu,

lungimea unui drum neted in plan este I(d) = /
2. Fie d : [a,b] — R? un drum definit de:

| = ¢(t)cost
d: { Y= o(t)sint t € [a,b], (8.6)

unde t se numeste unghi polar, iar ¢ este o functie continud ¢ : [a,b] — R. Dacd ¢ este o
functie de clasd Cla,b], atunci drumul (8.6) este rectificabil si lungimea lui este

-/ NETE (8.7)

Intr-adevir, avem = = f(t),y = g(t), unde f(t) = p(t)cost, g(t) = @(t)sint, pentru orice
t € [a,b], f,g € Ca,b]. Conform teoremei 8.1.2 drumul (8.6) este rectificabil si

-/ "0 + g (8:9)

Insd, f'(t) = ¢'(t) cost — (t)sint si g'(t) = ¢/ (t)sint + p(t) cost,
F2) 4+ g2(t) = ¢ 2(t) cos? t — 2p(t)¢'(t) cos t sint + 4 2(t)sin®t +
0 2(t)sin? t + 20(t) () cos tsint + @2 (t) cos® t = ¢ 2(t) + 2(t)
s1 inlocuind in (8.8) se obtine relatia (8.7).

Exemplu 8.1.2 1. 54 se calculeze lungimea curbei plane C' definitd prin reprezentarea para-

metrica C { z = a(t —sin?)

/ — —
y = a(l — cost) ’ t € [0,27],a > 0. Avem 2'(t) = a(l — cost),

y'(t) = asint,

2w 2w
) = / \2'2(t) + y'2(t)dt = / \/a21—cost + a?sin® tdt =

27

t
= a \/2—2c05 dt—2a/ sin — dt —4acos§ = 8a.
0 0
2. Sa se calculeze lungimea curbei C (elicea circulara) definita prin reprezentarea parametricd
T =acost
C: < y=asint , tel0,2n], a,b>0.
z="bt
2w 2w
1C)= | Va2sin?t+a2cos?t+b2dt = | a2+ b2dt = 2m\/a? + b2
0 0

Integrale curbilinii

Integrala curbilinie este o extindere a integralei definite, unde intervalul de integrare [a, b] se
inlocuiegte cu un arc de curba.

Problemele care conduc la introducerea integralelor curbilinii provin din fizici: problema
determindrii masei unui fir material, problema determinarii sarcinii electrice totale a unui fir
material atunci cadnd se cunoaste densitatea de repartitie in fiecare punct al firului, problema
lucrului mecanic efectuat de o fortd de-a lungul unui arc de curba, etc.
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8.2 Integrala curbilinie in raport cu lungimea arcului

Consideram un fir material avand grosimea neglijata. Intrucat firul material are lungime vom
presupune ca el este imaginea unei curbe rectificabile C', data de ecuatiile parametrice:

x = f(t)
C: S y=gt), telab], fgheCa,b] (8.9)
z = h(t)

Pe firul material presupunem distribuitd o masa de densitate p(x,y, z), pentru orice (z,y,z) €
I(C). Problema determinérii masei unui fir material conduce la notiunea de integrala curbilinie
in raport cu lungimea arcului (sau de speta intai).

Pentru fiecare ¢ € [a,b] notam C; curba rectificabild data de reprezentarea parametrica

z=f(t)
Cy Y= g(t/) ) t'e [(I, t]
z = h(t)

gi cu [(t) lungimea acestei curbe, care este o functie strict crescitoare pe intervalul [a, b].
Fie A: a=ty <t <--- <ty =>bodiviziune a intervalului [a, b]. Masa firului material poate
fi aproximaté pI‘iH suma Z?;()l p(f(gz)ag(gl)) h(él))(lterl - lti)a unde él € [tla ti-‘rl]v t=0,n—1

Definitia 8.2.1 Fie F': D — R o functie reald, unde D C R3 este un domeniu (mulfime deschisd
§i conexd) ce contine imaginea curbei rectificabile C data de (8.9). Dacd integrala Stieltjes

b
/ F(/ (1), g(t), h(D)dl(1) (3.10)

existd, atunci ea se noteazd / F(z,y,z)dl si se numegte integrala curbilinie a functiei F de-a

C
lungul curbei C, iar functia F se spune cd este integrabild in raport cu lungimea l, de-a lungul
curbes C.

Observatia 8.2.1 Fie A : a = tg < t; < -+ < t, = b o dwiziune a intervalului [a,d]
1 A MO(f(t0)7g(t0)7h(t0>)v Ml(f(tl)ag<t1)ah(t1))v SRR Mn(f(t@)mg(tn)vh(tn)) o diwiziune a
curbei C' corespunzatoare diviziunii A, cu v(A") = max;_g—7 ((M;M ;1) norma diviziunii A',

iar Ni(f(&),9(&), h(&)) GM?MHl, & € [tiytiv1],7 = 0,n — 1 puncte situate pe arcul M?M,—H.
Consideram suma oar p = Z?;(]l F(f(&),9(&),h(&)) UMM ;yq).

Functia F este integrabild in raport cu lungimea [, de-a lungul curbei C, dacd pentru orice
sir de diviziuni (A}) ale curbei C' cu norma v(A]) — 0, sirul corespunzator (oar ) are limitd

finita, care este / F(x,y,z)dl.
C

Teorema 8.2.1 FEzistenta si valoarea integralei curbilinii (8.10) nu depind de alegerea drumulus
ei ¢i doar de curba C.
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DEMONSTRATIE. Fie di,ds doud drumuri rectificabile, di ~ ds, avand reprezentéarile para-

metrice:
x = fi(t) x = fa(t)
di: § y=g1(t) , tela,by], do: ¢ y=g2(t) , t€]a,b],
z = hl(t) z = hg(t)

fi,91,h1 € C%ar,b1], f2,g2,ha € CPlag,bs] si presupunem ci existd integrala curbilinie

[ P me)dn )

Consideram A : a; = tg < t; < -+ < t, = by o diviziune a intervalului [aj, b1]. Deoarece
dy ~ da, rezultd ci existd o functie continui, strict crescitoare 4,0 [al,bl] — [ag, ba] astfel ca
lan) = a2 6(0) = b 5 £i(0) = Soe(t). 90) = a(e(D), 1a(1) = hale(t). pentrn orice
te€la,bi] A :aa=1<1 < <7 = by, unde 7, = @(t;), i n este o diviziune a
intervalului [ag, ba].

Fie & € [ti, ti+1], pentru orice i = 0,n — 1. Atunci existd punctele n; = ¢(&;) € [7i, Ti+1],7 =
0,n — 1. Din echivalenta drumurilor dy si d2 avem [y (t) = la(7). Atunci

n—1
oar = Y F(f1(&),01(&), (&) (L ltit1) — h(t:) =
=0
n—1
= > F(f2(n), g2(m), ha(m:)) (la(it1) — la(7:)) = oarm (8.11)
i=0
Agadar, pentru orice gir de diviziuni (A,) ale intervalului [a;,b1] cu norma v(A,) — 0, girul
corespunzitor prin functia uniform continud ¢, (A]), de diviziuni ale intervalului [ag,bs] are
norma v(A;}) — 0, iar girul corespunzitor (oa r) are limita finitd, conform relagiei (8.11) si

b
observatiei 8.2.1, deci existd integrala curbilinie / F(fa(1), g2(7), ha(7))dl2(7) si in plus,

b1 ba
/ F(A@),1(0) ()l () = [ F(fa(r), ga(r), ha(r)dla(r).

8.3 Calculul integralei curbilinii in raport cu lungimea arcului

Teorema 8.3.1 Dacd curba C datd de reprezentarea parametrica (8.9) este netedd, iar functia
F: A — R este continud, unde D C R3 este un domeniu ce contine imaginea curbei C, atunci:

/ny, )l = / FUf( R\ £2(8) + g2(0) + ()t

DEMONSTRATIE. Conform teoremei (8.1.2), pentru orice ¢ € [a, D]

t
I(t) = / \/f'Q(u) + ¢'2(u) + h'2(u)du. Este suficient sa aratam ca [(t) este cu derivata continua

a
pe [a, b] pentru a putea aplica teorema de reducere a unei integrale Stieltjes la o integrald Riemann
(vezi [10], vol. TI, pag. 24). Intrucat functia v/f2(u) + ¢"2(u) + h'2(u) este continui pe [a, b],
rezulta ca [ este derivabila si I/(t) = /f2(t) + ¢g2(t) + h"2(t). Atunci

/CF(:U,y,z)dl _ /F RO (D)t =

= [ R0 001770 + 70 + w0
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Observatia 8.3.1 1. In conditiile teoremei 8.3.1 forma diferentiald

dl =\ F2(0) + g2(t) + W2(t)dt
se numeste element de arc.

2. Fie C o curbd rectificabild in plan avind reprezentarea parametricd
= f(t . . e . ..
C: { ;_5&; , t € [a,b]. Similar se defineste integrala curbilinie a unei funcgii F
definitd pe un domeniu D din plan ce contine imaginea curbei C. Dacd, in plus, curba C
este netedd, iar functia F este continud pe domeniul D, atuncs

b
/ Fla, y)dl = / FUF(), g0/ F2(0) + g 2(0)de
C a

8. Dacd curba C din plan este datd sub forma y = f(z),z € [a,b], f € Cla,b], atunci
elementul de arc se scrie sub forma dl = \/1 + f2(z)dx.

Exemplu 8.3.1 1. Sd se calculeze integrala curbilinie I = / zydl, unde
C

1
C:y=2a22zec[-1,1].dl =V1+422dx = I = / 23v/1 + 422dz = 0, deoarece functia
-1

23V/1 + 422 este impard.
2. Sa se calculeze integrala curbilinie I = / Vy(2 —y)dl, unde
(&

) r=1-—sint T
C'{yzl—cost’ te[O’Q}'

dl. = /f2(@t)+g%(t)dt = \/(1 — cost)? 4 sin? tdt = /2 — 2 cos tdt;

Jus
2

I = \/(1—cost)(l—1—(:0515)\/2—2(zostdt:\/i/2 sinty/1 — costdt
0

0
2o, ot 8 . Lt|7 22
= 4/0 Sin2§cos§dt: gsingi = \?)f
0
T =acost
3. Sd se calculeze integrala curbilinie [ = / xyzdl, unde C : y =asint |
C _
z =10t

t € [0,27]; dl = Va? + b2dt,

27 27
1
I = / a’bt sint cos t\/a2 + b2dt = §a2b\/ a2+ b2/ tsin 2tdt =
0 0
21 1 2T T
+ Za2b\/ a2+ b2/ cos 2tdt = —§a2b\/ a? + b2.
0

1
= ——a’b\/a? + b2t cos 2t
4 0
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Observatia 8.3.2 Dacd curba C din spatiu este neteda pe portiuni, adica C = J;_, C; §i functia
F' este integrabild in raport cu lungimea fiecdrei curbe Cy, atunci

/F(x,y,z)dl:Z/ F(x,y,z)dl.
C i—1 Y Ci

zZ ‘}
a
Exemplu 8.3.2 Sd se calculeze integrala I = / (z+y+2)dl, unde c
C 2
C = C1 Uy, tar curbele C1 si Co sunt definite de reprezentdrile:
T = acost - 0 "
Cy: y=asint , t€ [0,5], C,
Z = 0 (aa 03 0)
=0 X Figura 8.5:
Cy: ¢ y=a—t, tel0,a
z=1

Atunci

s
2

I = /(x—i—y—i—z)dl—i—/ (x+y+z)dl:/ a2(cost+sint)dt+/ av2dt
Cy Co 0 0

= 2d® +ad*V2=(2+V2)d?

8.4 Integrala curbilinie in raport cu coordonatele

Extindem conceptul de integrald Riemann a unei functii méarginite definite pe un interval
[a, b] 1a functii vectoriale definite pe lungimea unei curbe.

Dupéa cum se gtie din fizica, lucrul mecanic efectuat de o fortd constanta F' ce se deplaseaza
rectiliniu pe un segment AB este produsul scalar L = (F, AB) = ||F|| ||AB|| cosf, unde 6 este
unghiul pe care-l face forta F cu directia AB. Daca forta F este de componente P,Q si R,
F = Pi+ Qj + Rk, iar punctele A si B de coordonate A(x1,y1,21), respectiv B(z2,y2, 22),
atunci L = P(ze —x1) + Q(y2 —y1) + R(2z2 — 2z1). Consideram o curba rectificabila si neteda data
de reprezentarea parametrica

z = f(t)
C:{ y=gt), tclab] fghecCa,b] (8.12)
z = h(t)

si FF: D — R3F = (P,Q,R) o functie vectoriald definiti pe un domeniu D C R? ce
contine imaginea curbei C. Ne propunem si calculam lucrul mecanic efectuat de forta F' de-
a lungul curbei C' =AB, unde A(f(a),g(a),h(a)), respectiv B(f(b),g(b),h(b)). Fie A : a =
ty < t1 < --+ < tp, = b o diviziune a intervalului [a,b] cdreia ii corespunde o diviziune
A A = My, M,...,M, = B a curbei AB, unde M;(f(t;),q(t:),h(t;)), i = 0,n. Are
loc si reciproca, daca A’ : A = My, My,...,M,, = B este o diviziune a curbei AB, unde
M;(f(t;),g(t;),h(t;)), ¢ = O,n, atunci A : a = tg < t1 < .-+ < t, = b este o diviziune a
intervalului [a, b].
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B=M,
Alegem punctele intermediare §; € [t;, t;+1] ale diviziunii A, u Ni
carora le corespund punctele N;(f(&),9(&),h(&)) eMiM; 4, Y il
i=0,n—1 ) A=M,
Lucrul mecanic efectuat de forta F' de-a lungul curbei C' il >
vom aproxima cu suma 0 4
n—1
L,= F(N;), M; M;
" i_o( (N:), MiMisa), Figura 8.6:
- X

adica cu suma lucrurilor mecanice efectuate de fortele constante
F(N;) pe segmenetele M;M;y 1, i = 0,n — 1. Atunci

Z P(f (&) (f(tisn) = () + QUF (&), 9(&), (&) (g(tisn) —
- <z>> R(f (&), 9(&), h(&)) (h(tis1) — h(t:)).

Definitia 8.4.1 Dacd pentru orice sir de diviziuni ale curbes C, (AlL), cu norma v(Al) — 0 si
pentru orice alegere a punctelor intermediare &' € [t7, 1} ] ale diviziunilor (Ay) ce corespund
diviziunilor (Al) suma

ZP &), hEN(f () = f(8) + R(F(E), 9(&7"), h(EN)) (9(tis1) —
—g(t?)) R(f(&"),9(&") h(&")) (h(tih1) — h(E)) (8.13)

are limitd finitd, atunci aceastd limitd se numeste integrala curbilinie a funclieir F' in raport cu
coordonatele sau integrala curbilinie de speta a doua. Limita sumei (8.18) se noteazd

/ P(z,y,z)dx + Q(z,y, z)dy + R(x,y, z)dz (8.14)
c
Observatia 8.4.1
b
1o [ Pl + Qg ady + Rlay. )z = [ PUW.00.9(0)dr0) +

b
/ QUF(t), (), h(1))dg(t) + / R(S(1), g(t), h(t))dh(t)

2. Integrala curbilinie in raport cu coordonatele in plan se defineste in mod similar.

8.5 Calculul integralei curbilinii in raport cu coordonatele

Teorema 8.5.1 Fie C =AB o curbi netedd in spatiu datd de (8.12) si F : D — R3, F =
(P,Q,R) o functie vectoriald definitd si continud pe un domeniu D C R ce contine imaginea

curbeis AB. Atunct

b
/C Py, 2)dz + Q(x,y, 2)dy + Rlx.y, 2)dz = / P(F(8), (), h(£) /(1) +
QU (1), 9(t), h(1))g (1) + RS (), g(t), h(t) M (1)]dt.
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DEMONSTRATIE. Fie A :a =1ty <t < - - < t, = b o diviziune a intervalului [a, b], cireia
ii corespunde diviziunea A’ : A = My, My, ..., M, = B a curbei AB, M;(f(t;),g(t:), h(t;)), i =
0,n si punctele N; e M; M, 1, Ni(f(&),9(&),h(&)), unde & € [t;,tit1] si consideram suma

n—1

Z P(f(&),9(&), h(&))(f(tiv1) — f(ti))- (8.15)

1=0

Curba AB fiind neteds, functiile f,g,h € C'[a,b]. Avem, conform teoremei cresterilor finite
a lui Lagrange,

ftivr) = f(t) = f(m)(tisa — i), 7 € (titiy1), @=0,n.
Suma (8.15) devine astfel

1

3
I

P(f(&),9(&), h(&)) f (Ti)(tivs — ti) =

N

1=0
n—1

=Y P(f(&), 9(&), hE)) (&) (tin — ta) + (8.16)
=0
n—1

+ ) P(f(&), 9(&) h(&)) (f' (i) — £'(&)) (tivr — ti).

7

Deoarece f € Clla,b] = f' € C°[a,b] = f' este uniform continui pe [a,b] < Ve >0, 36(e) >0
astfel ca pentru orice &, 7; € [a,b] cu |§ — 73] < d(e) s& avem | f(&) — f(m)] <e.

Functia P € C°(AB) = P este marginita pe AB= 3 m > 0 astfel ca |P(z,y,2)| < m,

—~

pentru orice (z,y,z) €EAB .
Alegem diviziunea A a intervalului [a, b] aga incat v(A) < §(g). Atunci

n—1

> P& 9 h(EN S (1) = f'(&)) (b1 — 1)

1=0

< me(b—a).

Dacd pentru orice gir de diviziuni (A,,) ale intervalului [a, b] cu v(A,) — 0 gi pentru orice alegere
a punctelor intermediare &' € [t}', ;] trecem la limita in (8.16) obtinem

n—1 b
Tim Y P(F(ER), 9(&), REM(S (i) = f(t) = / P(f(t),g(t), h(t)) f (t)dt.
=0 a

Analog se obtin si

n—1

b
Jm 3 QUE. €. hE (9(tin)  9(8)) = [ QU@ 9(0) h(O)g ()
=0 a

si

n—1

b
Tim Y R(F(E), g€, hED) (h(tien) — hlt:) = / R(f(t), 9(t), h(D)A (t)dt.
=0 a
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Observatia 8.5.1 1. Daca C este o curbd netedd in plan datd de reprezentarea C

{ ;:ig((tt)) ,  telab], f,g€CYa,b], atunci

b
/A | Ple.y)ds+ Q)i - / PUF(E), g(0) £ (8) + QUI(1). 9(t))d (D).

iP(2,1,2) + jQ(x,y,2) + kR(3,1, 2), (z,y,2) EAB iar 7(t) = if(t) +

2. Dacd F(z,y,2) =
t € [a,b], atunci

Jg(t) + kh(t),

P(z,y,z)dx + Q(x,y, z)dy + R(z,y,z)dz = / F - dr,
AB

T
&

unde F - dF reprezintd produsul scalar intre vectorul fortd F si vectorul deplasare dr.
3. Dacd curba AB= C' este inchisd, atunci integrala (8.14) se noteazd

fﬁ-dr.
C

Teorema 8.5.2 Valoarea integralei curbilinii (8.14) nu depinde de reprezentarea parametricd a

curbei AAB .

~ z = f(t)
DEMONSTRATIE. Fie d,diy €AB definite de d : y=g(t) , t € [a,b] si di
z = h(t)
r = fi1(t)
Yy :gl(t) , tE [c,e], f,9,h € Cl[avb]’flygl,hl € 01[076]'
Z:hl(t)

Intrucat d ~ dy, rezultd ci existd o functie continui, strict crescdtoare ¢ : [a,b] — [c, €] astfel

ca p(a) = ¢, (b) = esi f(t) = file(?)), 9(t) = g1(e(?)), h(t) = ha(p(t)),t € [a,b]. Conform
teoremei 8.5.1, fatd de drumul d avem

b
Pz, y, 2)dx = / P(S (1), g(t), h(D) (1)t (8.17)

AB

iar fata de drumul d; avem

| ey | " P(fu(t), 1 (£), b (0) £ (). (.18)
AB c

Daci in (8.18) facem schimbarea de variabila ¢t = ¢(u), u € [a, b] se obtine

b
| Pyt = [ PUieu).a(ew). b)) few)e =
b
= [ PU@.g0), b)) ()
Observatia 8.5.2 Dacd curba C :AAB este neteda pe portiuni gi C = |J;—; Ci, atunci

[ Pl 2)is + QGay. Ay + Blag. )iz = 3 [ Play.2)da+
c i=1 7 Ci

+Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2)dz.
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Exemplu 8.5.1 1. Sd se calculeze integrala curbilinie I = / (2a —y)dz + zdy, curba C fiind
C

x = a(t — sint) te 0,27,

datd de reprezentarea C : { y = a(l — cost) ’

2 2
I= a2/ [(1+4 cost)(1 —cost) + (t —sint) sint]dt = az/ tsintdt = —2mwa’.
0 0

2. Sa se calculeze integrala curbilinie I = /xdaz + ydy + zdz, curba C fiind datd de
C

T =acost
reprezentarea C : y=bsint , te [O, %}
z=ct
2 2 . 92 . 2 a? — b? 2 .
I = / (—a”costsint + b”sintcost + c¢“t)dt = — 5 / sin 2tdt +
0 0
2 2 2 _ 2 5 2.2
+c;r _— 1 cothO +%:§(4b2—4a2+027r2).

8.6 Proprietatile integralei curbilinii

Daca tinem seama de teorema 8.5.1 si de proprietétile integralei Riemann, rezultd imediat
urmatoarele proprietéti ale integralei curbilinii in raport cu coordonatele.

1. Daca functia vectorials F' este integrabili pe curba AB, atunci

/ F-dr:—/ F - dr.
AB BA

2. Daci functiile vectoriale Fy si Fy sunt integrabile pe curba AB, atunci si functia Fy + Fy

este integrabild pe curba AB i

/ (Fl—i-FQ)-df:/ Fl-df-i-/ FQ'd’F.
AB AB AB

—~

3. Daca functia vectoriald I este integrabild pe curba AB, atunci si functia AF, A € R, este

/ )\F-dr:)\/ F-dr
AB AB

8.7 Independenta de drum a integralei curbilinii in raport cu co-
ordonatele

integrabild pe curba AB si

Dup4d cum s-a putut constata integrala curbilinie (8.14) depinde de functiile P, @, R de curba
neteds C' gi de sensul parcurs pe aceastéd curbd. Problema independentei de drum este o problema
importanta atat in fizica (de exemplu lucrul mecanic al fortei gravitationale nu depinde de drum)
cat gi in matematica, deoarece este mai ugor de calculat atunci cand se cunosc numai extremitatile

curbei C.
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Teorema 8.7.1 Fie functiile P, Q si R definite si continue pe un domeniu D din spatiu. Conditia
necesard si suficientd pentru ca integrala curbilinie (8.14) sd nu depindd de drum in D este ca
sd existe o functie F' definitd si difereniiabild in D, astfel incdt sd avem

dF(z,y,z) = P(x,y, z)dx + Q(z,y,2)dy + R(x,y,2)dz, (z,y,z) € D (8.19)
z A}

DEMONSTRATIE. = Presupunem ca integrala curbilinie 2
(8.14) nu depinde de drum. Fie A(xo, o, 20) un punct fixat
in D si B(x,y,z) un punct variabil in D. Conform ipotezei
integrala curbilinie calculata de la A la B depinde doar de
P, Q, R si coordonatele lui B, adica existd o functie F' definitd
in D aga incat o

Fla,y.2) = / P(a,y, 2)de + Q(z,y, 2)dy + R(x.y, 2)d=.
AB

v

Consideram in D punctul M (z+h,y, z) gi calculam diferenta * Figura 8.7:

F(.%’ + h,y,Z) - F(%,y,Z) = / P(l‘,y, Z)dg; + Q(xayv Z>dy —I—R(.Zb,y,Z)dZ -
AB

- [ PGy 2o+ Qo )y + Rlag 2z = [ Playi)de +
AM BM

x+h
+Q(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz = / P(z,y,2)dz, (dy=dz=0).

Deoarece P este continud in D, conform teoremei de medie de la integrala Riemann, exista
0 € (0,1) astfel ca F(x + h,y,z) — F(z,y,2) = hP(x + 0h,y, z). Atunci

. ($+hya ) (x,y,z)_ . _
%11% h —}lll_{%P(l‘—Feh,y,Z)—P(l}y,Z),
adica Fy(r,y,2z) = P(x,y,2),(z,y,2) € D. Analog se obtine Fj(z,y,2) = Q(z,y,2) si

Fl(z,y,2) = R(x,y, 2), (z,y,2) € D. Astfel F € C1(D), deci F este diferentiabila si
dF(x,y,z) = P(x,y,2)dx 4+ Q(z,y, 2)dy + R(x,y, 2)dz, (z,y,2) € D.

< Presupunem ci existd functia diferentiabila F' in D astfel incét s se verifice relatia (8.19).
Atunci Fy(z,y, 2) = P(z,y, 2), F(v,y,2) = Q(2,y, 2) i F.(v,y,2) = R(%,y,2), (2,9,2) € D.

z = f(t)
Fie curba C dati de parametrizarea y=g(t) , t € [ab], f,g,h € Cla,b], iar
z = h(t)
A(f(to),g(to), h(to)), B(f(t1),g(t1),h(t1)) € C, to,t1 € [a,b]. Atunci

)
/ (w,y,2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(x,y, z)dz =
= / Fy(z,y, z)dx + F,(z,y, 2)dy + F.(z,y,2)dz =
AB

=/1[F£(f(t),g(t),h(t))f’(t)+F;(f(t),g(t),h(t))g’(t)+

L @.90 O Ot = [T 0.9(0). ) =

= F(f(t1),9(t1), h(t1)) — F(f(to), g(to), h(to)) = F(B) — F(A),
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adica integrala curbilinie (8.14) nu depinde decat de A si B.

Teorema 8.7.2 Fie funciiile P,Q si R definite pe un domeniu D din spafiu, pentru care existd
st sunt continue in D derivatele partiale Py, P., Q,,Q%, R}, R),. Conditia necesard si suficientd
pentru ca integrala curbilinie (8.14) sd nu depindd de drum in D este ca
Py=Q, P.=R, Q.=F, (8.20)
DEMONSTRATIE. = Presupunem ci integrala (8.14) nu depinde de drum. Atunci, con-
form teoremei 8.7.1, existd o functie F diferentiabild in D astfel ca FL(x,y,2) = P(x,y,z2),
Fi(z,y,2) = Q(z,y,2) si Fl(z,y,2) = R(x,y,2),(z,y,2) € D. Conform ipotezei, exista
derivatele partiale de ordinul al doilea mixte ale functiei F' continue in D, Fy) = P, F), =
v Py = PLFL, = R, Fy, = Q) st I, = R). Aplicand comutativitatea derivatelor partiale
mixte (teorema lui Schwarz) rezulta relatiile (8.20).
< Fie functia F' definita in D data de relatia

T Yy z
F(x,y,Z)—/ P(t,y0, z0)dt + Q(w,t,ZO)dt+/ R(z,y,t)dt, (8.21)
o Yo 20

unde (xg, Yo, z0) este un punct fixat din D, iar (z,y,z) € D.
Deoarece P, @ si R sunt functii continue si cu derivate partiale continue in D, din (8.20) avem

y z
Fla,y,2) = Pla,yo.z0) + %mmwﬁ+/mewﬁ=

Yo 20

y z
= P(x7y072:0)+ P;(fl?,t,?;o)dt—i-/ P;(wayvt)dt:P(wvy()aZO)—’—
Yo 20

+P($73/, ZO) - P(Q?,y(),Z()) +P(‘T’y7 Z) - P(J:)y’ ZO) = P(.%‘,y,Z).

Derivand (8.21) in raport cu y se obtine:

Fy(z,y,2) = Q(z,y, Zo)+/ R;(Cc,y,t)dtZQ(:v,y,ZO)Jr/ Q.(x,y,t) =
= Q(xaya ZO) + Q(xay7 Z) - Q(x,y, ZO) = Q(ﬂf,y,Z),

gi derivand (8.21) in raport cu z rezultd F.(z,y, z) = R(z,y, 2).

In calculele de mai sus am aplicat formula Leibniz-Newton, si teorema de derivare a unei
integrale in raport cu un parametru.

Deoarece P,Q,R € C°(D) = F € C'(D) = F diferentiabila pe D si

dF(x,y,z2) = P(x,y, 2)dz + Q(x,y, 2)dy + R(x,y, 2)dz

care, conform teoremei 8.7.1, ne di independenta de drum a integralei (8.14).

Pentru integrale curbilinii (8.14) in plan care nu depind de drum se obtin rezultate asemana-
toare.

Teorema 8.7.3 Fie functiile P i Q definite i continue pe un domeniu plan D. Condifia nece-
sard gi suficientd pentru ca integrala curbilinie de speta a doua sd nu depindd de drum in D este
ca sa existe o funclie F definita si diferentiabila in D, astfel incdt sa avem

dF(z,y) = P(x,y)dz + Q(x,y)dy, (z,y) € D.
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Teorema 8.7.4 Fie functiile P gi QQ definite si continue pe un domeniu plan D pentru care
existd st sunt continue in D derivatele partiale sz, s1 Q.. Conditia necesard si suficientd pentru
ca integrala curbilinie de spefa a doua sa nu depindd de drum in D este ca

P =q (8.22)

Yy T

In plus, functia F din teorema 8.7.83 este datd de urmdtoarea relatie

Fla) = [ P+ [ Qi (5.23)

o Yo

unde (xo,yo) este un punct fix din D, iar (z,y) € D.
Exemplu 8.7.1 1. Sd se arate cd integala I = / ye®dr + 2yetdy este independentd de
drum i sa se calculeze dacd A(0,2) g1 B(2,0).
P(z,y) =y*e®, Q(z,y) =2ye” i P, =Q,=2ye",

deci este verificatd conditia (8.22). Conform relatiei (8.23), rezultd

2 0
I=F(2,0)= / 4e' dt +/ 2e2tdt = det |2+ 22 |2 = —4.
0 2

x x
2. Sa se arate cd integrala I = / L + —dy — —gdz, luatd pe o curbd ce nu intersecteazd
AB R z z

planul z = 0 este independentd de drum gi sa se calculeze dacd A(—1,3,1) gi B(2,6,3).

Y x —xy
P =2 Q =—, R =7
(x7 y7 Z) Z’ (:E, y7 Z) Z’ ('r7 y7 Z) Z2
1 Y T
/ / / / / /
P,=Q, = pt P,=R, = % Q.,=R,= 2

deci este verificatd conditia (8.20). Conform relatiei (8.21), rezulta

2 6 3 18 1 3
1=P63)= [ 3d+ [ 2at— [ dr=15+187 [} =3
-1 3 1

8.8 Aplicatii ale integralelor curbilinii

1. Masa gi centrul de greutate ale unui fir material.

Revenim la problema determingrii masei unui fir material. Daci p(x,y, 2) este densitatea dis-
tribuita in fiecare punct al curbei rectificabile C, (z,y, z) € I(C), atunci masa M gi coordonatele
centrului de greutate (zg, yg, 2¢) ale firului sunt date de urméatoarele relatii:

1
M= [ pyad, o= [ apy 2,
c M Jo
! / (2,1, 2)dl ! / (2,1, 2)dl
= — T, Y, 2 za=— | zp(z,y,z)dl.
Yya M Cyp 'Y, 3 G M o P\, Y,
Fie curba C :AAB siA: A= Ny,Ni,...,N, = B o diviziune a curbei, M;(&;,m;,(;) centrul de

greutate al segmentului N;N;y1 de masa m; = p;IN;N;y1, unde p; este densitatea pe N;N;+1, @ =
0,n—1.




188 8. Integrale curbilinii

Centrul de greutate al firului il vom aproxima cu centrul de greutate al liniei poligonale
No, N1, ..., N, si care este dat de relatiile

o (o) (5
(o) (5
w(Er) (E)

Pentru orice gir de diviziuni (A,,) ale curbei AB cu v(A,) — 0 avem

3
|

1
g = lim zqg, = M/ xp(x,y, z)dl
C

n—oo

yo = lim yg, = M/Cyp(w,y, z)dl

G = nh—>nolo RGn = M/C’Zp(x7y’ Z)dl

Daca firul material este omogen, atunci densitatea p(z,y, z) = p este constantd pentru orice
(x,y,z) € I(C), iar masa si coordonatele centrului de greutate ale firului sunt date de urmatoarele
relatii:

1 1 1
M: = — = — = — .
pO) e [ vo= g [ o= [ s

Exemplu 8.8.1 Sa se calculeze masa i coordonatele centrului de greutate G al firului material
avind densitatea p(x,y,z) = 1 si reprezentarea C : x = (7% — t2)1/2 cost, y = (m? — t2)1/2 sint,
2= (4n? — D)V2(n? =212 t € [—n,7]. Deoarece dl = (72 + t?)(n% — t2)"1/2dt obtinem

™

M = (772+t2)(7r2—t2)_1/2dt:7r2/ (1 + cos? u)du = — |
0

—T

unde t = 7 cos u.

rg = 3? 771.(7'(' +t )COStdt:—ﬁ,
2 vy
yag = % /;W(WQ + t2) Slntdt = 0,

2 T 16
= dn? — 11/2/ 24 82)dt = — (4n? — 1)V,
2G 37r3( ) _W(’JT + t%)dt 9( T )



Capitolul 9

Integrale duble

In acest capitol vom extinde notiunea de integrald, inlocuind intervalul de integrare [a, D]
cu un domeniu plan inchis i marginit. Vom considera numai acele domenii care au arie (sunt
masurabile Jordan), iar dintre acestea (pentru usurinti) pe acelea a cdror frontiera este o curba
neteda pe portiuni.

9.1 Multimi masurabile Jordan

Definitia 9.1.1 Fie E o multime. O clasd K de parti ale lui E se numeste clan dacd are
urmdatoarele proprietdti:

1. AAUAU... A, e K,V AL Ay, ... AL €K

2. Ay — Ay e K,V A1, Ay € K.

Observatia 9.1.1 1. Dacd A1, Ay € K atunci A1 N Ay = Ay — (A1 — Ag) € K.
2. Dacd Aq,As,..., A, € K atunci AiNAsnN---NA, € K.

Definitia 9.1.2 O functie m : K — V, unde K este un clan, iar V un spatiuv vectorial se numeste
masurd dacd m(A1 U Ag) = m(Al) + m(AQ), VAL, Ay e K, A1 NAy = 0.

O masurd m : K — R se numeste masurd reald. O mdsurd reald m pentru care m(A) >
0,V A € K se numeste mdsurd pozitivd.

Proprietiti:

1. m (UA,) :Zm(Ai)7VAi e K, AiﬂAj =0,Vi#yj,4,5=1,n;
=1 =1

2. m(A; — Az) =m(A1) —m(Az), V A1, Az € K, As C Ay (m este substractivi);

3. Daca m este masura pozitiva, atunci

m(Az) <m(Ay), V Ay, Az € K, A2 C Ay (m este crescitoare),

m (U Ai> < Zm(AZ-), V A; € K,i =1,n (m este subaditiva).
i=1 i=1

Dupd cum se stie, un poligon este domeniul plan marginit de o linie poligonald inchisa,
fard puncte multiple. Fiecarui poligon P i se atageazd un numar a(P) numit aria poligonului.
(Calculul ariei poligoanelor ne propunem a fi cunoscut). Clasa poligonaleor formeaza un clan.

189
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Functia a : P — R a(P) =aria poligonului P, P € P, este a este o misurad pozitiva pe clanul
poligoanelor P.

Fie A o mulfime plana marginitd. Atunci existd poligoanele P,Q € P astfel ca P C A C Q.
Poligonul P se numegte poligon interior, iar () poligon exterior.

a(P) < a(Q), ¥ P,Q € P, P poligon interior, iar @ poligon exterior.

Notam a;(A) = suppc g a(P) si ac(A) = infacqa(Q). Numerele a;(A) si ac(A) se numesc
aria interioard a multimii A, respectiv aria exterioara in sensul Jordan a lui A si avem a(P) <
a;(A) <a.(4) <a(Q),YP,QeP,PCACQ.

Definitia 9.1.3 Multimea marginita A din plan are arie (sau este masurabild Jordan) daca
a;i(A) = ac(A).

Daca multimea A este masurabild Jordan, atunci valoarea a(A) = a;(A) = ac(A) se numegte
aria mulfimii A.

Observatia 9.1.2 Dacd mulfimea A este mdsurabild in sens Jordan, atunci V P,QQ € P P C

A C Q avem a(P) < a(A) < a(Q).

Criterii de masurabilitate

Teorema 9.1.1 Criteriul lui Darboux
O multime pland A este mdsurabild daca st numai daca ¥ ¢ > 0 3 poligonale P, Q.,
P. C A C Q: asa incdt
a(Q:) —a(P:) <e (9.1)

DEMONSTRATIE: = Presupunem multimea A masurabild. Atunci

ai(A) = sup a(P) = a(4) = inf a(Q) = ac(4).

Pentru orice € > 0 existd poligoanele P., Qe, P- C A C @ astfel ca

a(A) < a(P.) + ©

S a(Q) <a(4)+ %

Atunci, adunand cele doud inegalitéti, se obtine
a(Qs) - a(Pe) <e&.
< Presupunem ca Ve >0, 3 P.,Q. € P, P- C A C Q. astfel incat are loc (9.1). Avem

e(4) < a(Q:),
Q) —a(P.) <e.

a(P.) <ai(A) <a
ae(A) —ai(A) <a
Prin urmare, a.(A) —a;(A) < e, Ve > 0, adica a.(A) = a;(A), deci multimea A este masurabila.

Teorema 9.1.2 O multime A este masurabild Jordan dacd $i numai dacd existd un sir de
poligoane interioare (P,) gsi unul de poligoane exterioare (Qy) astfel ca girurile ariilor lor
(a(Pn)), (a(Qn)) au aceeasi limita. Mai mult

lim a(P,) = lim a(Q,) = a(A). (9.2)

n—oo n—oo
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DEMONSTRATIE: = Presupunem multimea A m#surabild. Atunci, conform teoremei 9.1.1,
pentru € = %,n > 1, existd poligoanele P, Qy, P, C A C Qp, n > 1 asa incat a(Qn) — a(Py) <
%. Avem

a(A) —a(P,) < a(Qn) —a(Py) <

a(Qn) - a(A) < G(Qn) - a(Pn)
lim a(P,) = nh_}nolo a(Qn) = a(A).

n—oo

, deci

IS|I~3I=

< Presupunem ci existd girurile de poligoane interioare, respectiv exterioare multimii A, (P,)
si (Qn) astfel ca lim, oo a(Py,) = lim,— o0 a(Qy). Deoarece a(Py,) < a;(A) < ac(A) < a(Qn),
V' n > 1 trecand la limitd obtinem lim, o a(@Qn) = ai(A) = ac(4) = lim, .o a(Fy), adica
multimea A este masurabild si aria sa este data de (9.2).

Lema 9.1.1 Imaginea unei curbe netede are arie nuld.

DEMONSTRATIE: Fie functiile f,g € C'[a,b] si curba C : { ;:i g]]c((tt)) ,a <t <b Aritim
cd Im C are arie nulid. Pentru aceasta fiee >0si A:a=1ty <t; <--- <t, = b o diviziune a
intervalului [a, b] cu norma v(A) < e. Conform teoremei cresterilor finite pentru ¢; < ¢t < t;41,
i = 0,n — 1 existd punctele &,n; € [t — i,t] astfel incat sa avem f(t) — f(t;) = f/(&)(t — ti),
g(t) — g(t;) = ¢'(&)(t — t;). Deoarece f', g’ € C[a,b], atunci ele sunt marginite pe [a,b], deci
existd un numar M > 0 astfel incat |f/(&)| < M, ¢'(n:;)] < M. Astfel |f(t) — f(t;)| < M(t—1t;) <
M(tzurl — ti> s |g(t) — g(ti)] < M(t — L‘i) < M(t7;+1 — ti) pentru t; <t <t;41,72=0,n—1.

Fie @; domeniul definit de patratul cu centrul in punctul (f(¢;),9(¢;)) si avand latura de
lungime 2M (t;11 — t;). Avem Im (C) C U;_g5—7 @i §i notdm ae(C) = aria exterioara alm (C).
Atunci

[y

n—

1
a.(C) < > a(Q) =) 4M>(tiy1 —t:)* <

=0 =0
1

n—

o
Il

3

< 4M2€(ti+1 — ti) = 4M2€(b — CL).
0

i

Cum & > 0 a fost ales arbitrar, rezultd ca a.(C) = 0. Dacd notam cu a;(C) =aria interioard
alm (C), atunci 0 < a;(C) < a.(C), de unde a;(C) = a.(C) = 0, adici imaginea curbei C' are
arie nula.

Teorema 9.1.3 Dacd domeniul mdarginit A este tmpartit in doud domenii Ay si Aa, cu ajutorul
unei curbe netede pe portiuni, atunci a(A) = a(A1) + a(Asz).

DEMONSTRATIE: Fie C; = ANC. Din lema 9.1.1 rezultd a(C) = 0, deci a(C}) = 0. Atunci

a(A) = a(A1) + a(Az) + a(ANC) = a(A1) + a(As).
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9.2 Integrala dubla. Notiuni introductive

Definitia 9.2.1 Un domeniu inchis si mdrginit se numegte domeniu compact.

Fie functia f : D — R mirginitd pe domeniul z 4
compact D. Presupunem cd f(z,y) > 0, pentru orice \/(;T
(x,y) € D g vrem si calculam volumul corpului 1
mirginit de suprafata S, unde S este suprafata dati |
de z = f(z,y), (z,y) € D, planul zOy (D = pr,p,S)

gi cilindrul cu generatoarele paralele cu axa OZ.

Pentru a putea calcula acest volum avem nevoie de 0
cateva notiuni. Domeniul D fiind mérginit el este inte-
rior unui interval [a, b] X [c, d].

L dra=rg< < <xp=0>
Fie - X
d:c=y<yy1 < - <yYym=d .

diviziuni ale intervalelor [a, b] respectiv [c, d]. Figura 9.1:

v

Paralele prin punctele celor doud diviziuni la ax- A i
ele de coordonate impart [a,b] X [c,d] in m x n drep- Y A
tunghiuri (Sz'j = [l‘i,wi+1] X [yj,yj+1], 1, = m,] = d p------- —
0,m — 1. Notam D = {d;; d;; C D sau ¢;; contine si 7
puncte ale lui D si ale lui I — D}.

Definitia 9.2.2 Se numeste diviziune a domeniului
compact D multimea dreptunghiuridor 6;; € D, notatd
prin A = (01,02, ...,0p). Numdarul real pozitiv

Y
=

v(A)= max (21— @i,y — ;) < ((6),1(5) 0 a b

Jj=0,m—-1 Figura 9.2:

se numeste norma dwiziunii A.

‘Daca diviziunile &' gi 0’ ale intervalelor [a, b], respectiv [¢, d] sunt mai fine decat 6 i 6 (6 C &'
$i 0 C ¢'), atunci vom spune ci diviziunea A’ a domeniului D (determinata de ¢’ gi §’) este mai
find decat diviziunea A si vom scrie A C A/, iar

§(A") < max(v(8), v (")) < max(v(5),v(d)).

Dacia A gi A’ sunt diviziuni ale domeniului D si daci v(A’) < v(A) nu rezultd ca A’ este mai
fina decat A.

Fie A = (01,02, ...,0p) o diviziune a domeniului compact A. Vom nota cu
mr = inf f(xay)v My, = sup f(x,y),ak = aria 5k7 k= 17p
(z,y) €0, (z,y) €Sk
si considerdm sumele sp = > 7 _; myag, SA(f) = > h_; Myay. Sumele sa(f) si Sa(f) se numesc

suma Darboux inferioara, respectiv superioard a functiei f corespunzitoare diviziunii A. Daca
(&ks pi) € Ok, k = 1,p suma oa(f) = > p_q f(&k, Mk)ak se numeste suma Riemann a functiei f
corespunzitoare diviziunii D gi punctelor intermediare (g, 7x) € k.
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9.3 Proprietati ale sumelor Darboux si Riemann

L. ma(D) < sa(f) < oa(f) < Sa(f) < Ma(D), unde m = infep f(z,y), M =
SUP(y4)ep f (7, ), iar a(D) este aria domeniului D;

2. sa(f)= inf oa(f), Sa(f)= sup oa(f)
(&re-111) €05, (ki) €0k

Intradevir, pentru orice € > 0, deoarece my, = inf(, yyes, f(2,9), exista (§g, k) € Oy astfel incat

f(gkank)_mk< ﬁa kzlvp

Atunci

5k —6

oa(f) —sa(f) = sup (f(§k, ) — <Z

a

deci oa(f) — & < sa(f) < oa(f), adica sa(f) = inf(g, ;)es, oa(f). Analog se arata si cealalta
egalitate.
3. Daca A si A’ sunt diviziuni ale domeniului D, A’ mai find decat A, atunci

sa(f) < sar(f) < Sar(f) < Salf).

Presupunem cd 03 = ), UJ;, unde 0 ,6;, € A/, iar

my = inf - f(x,y), mp= inf f(z,y), mp <my, mp<my, k=1p
(zy)€dy, (z,y)€8},,

Atunci mka(é’ ) < mya(dy,), mea(dy,) < mya(dy,), care prin adunare ne conduc la mga(dx) <
my.a(dy, ) +my a(dy,). Dacd  este o reuniune finitd de dreptunghiuri din A se obtine o inegal-
itate corespunzitoare si insumand dupd k = 1, p rezultd sa(f) < sa/(f).

Analog se aratd cd Sa/(f) < Sa(f).

4. Oricare ar fi diviziunile A gi A’ ale domeniului D avem

alf) < Sa(f)-

5. Daca A* = {A| A diviziune a domeniului D} atunci

< inf
Sup. sa(f) < inf Sa(f),

(sa) este mirginitd superior, iar (Sa) este marginits inferior. Intr-adevir, daci A’ € A*, atunci,
conform proprietatii 4 sa < Sas, pentru orice A € A* adica (sa) este majoratd de Sas, iar daca
A" e A* atunci sar < S, pentru orice A € A*, adicd (Sa) este minoratd de sar.

6. Fie f(z,y) > 0,(x,y) € D. Suma Darboux inferioard respectiv superioard reprezinta
volumele corpurilor alcdtuite din reuniunea a p paralelipipede avand ca baza dreptunghiurile
si indltimile corespunzitoare my, respectiv My, k = 1,p. Suma Riemann reprezinti volumul
corpului alcatuit din reuniunea a p paralelilipede avand ca bazi dreptunghiurile d gi indlfimile
corespunzatoare f (&g, mk), (SksMk) € Ok, k =1, p.

Definitia 9.3.1 Fie f: D — R, D C R? o functie definitd si mdarginitd pe domeniul compact D,
Functia f este integrabild Riemann pe D. dacd existd un numdr real 1 ce verificd proprietatea:
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pentru orice € > 0, existd d(g) > 0 astfel ca pentru orice A € A* cu v(A) < 0(g) si pentru orice
(&kymi) € Ok sa avem |oa(f) —I| < e.

Numdrul real I se numeste integrala Riemann a functier f pe domeniul D sau integrala dubld
a functiei f pe D si se noteazd

I = x,y)drdy = lim .
J[ e dsas =t oatn
Observatia 9.3.1 1. Ezpresia dxdy se numeste element de arie in coordonate carteziene.

2. Dacd f(x,y) > 0,(z,y) € D si f integrabild pe D, atunci // f(z,y)dxdy reprezinta

D
volumul corpului mdrginit de suprafata S : z = f(x,y),(z,y) € D(D = pryo,S), planul
xOy si cilindrul proiectant al conturului lui S pe conturul lui D.

Teorema 9.3.1 Criteriul de integrabilitate al lui Darboux.
Fie f: D — R o functie definita si mdarginitd pe domeniul compact D din plan. Funciia f
este integrabild pe D dacd si numai dacd pentru orice € > 0, existd §(e) > 0 astfel ca pentru orice

A€ A* cuv(A) < d(e) sa avem SA(f) — sa(f) < e.

DEMONSTRATIE. = Presupunem functia f mirginitd i integrabild pe D. Atunci conform
definitiei 9.3.1 exista I = // f(z,y)dxdy € R cu proprietatea ci pentru orice € > 0, exista
D

0(g) > 0 astfel incat pentru orice A € A* cu v(A) < §(g) si pentru orice alegere a punctelor
intermediare (&g, nk) € 0k sa avem |o(f) — I| < %

Conform proprietatii 2 avem I — % < salf) < Sa(f) < I+ %, deci SA(f) — sa(f) <
I—i—%—([—%):a.

< Presupunem ca este indeplinitd conditia din enuntul teoremei. Pentru orice A € A* avem
sa(f) S I<T<SA(f), unde I =suppca- Sa, iar I = infacas Sa.

Daca v(A) < §(¢), atunci I — I < SA(f) — sa(f) < e. Cum € > 0 este ales arbitrar, rezulta
I=1.Notand I =1 =TI avem

sa(f) I <Sa(f),  salf) =Saf) <oalf) =1 < Salf) —salf),
deci |oa(f) — I| < € pentru orice A € A* cu v(A) < 0(g), adicd f este integrabila gi I =

/ f(z,y)dzdy.
D

Definitia 9.3.2 O functie f : D — R definita si marginita pe domeniul compact D plan este
integrabild pe D dacd pentru orice gir de diviziuni (Ay) ale domeniului D cu v(Ay) — 0 girurile
sumelor Darbouz (sa,) st (Sa,) au o limitd comund finitda. In acest caz

lim sa, = lim Sa, = // f(z,y)dzdy
n—oo n—oo D

Teorema 9.3.2 Orice functie f : D — R definitd i continud pe domeniul compact D plan este
wntegrabild pe D.

DEMONSTRATIE. Fie A € A*, A = (61,02,...,6,). Functia f fiind continua pe D ea este
continud pe multimile compacte 0,k = 1,p, deci f este mirginitd si isi atinge marginile pe
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Ok, k = 1,p. Astfel, exista punctele (z,y}.), (], y}) € 0 incat f(x},y,) = me, f(z},y)) = M.

Avem
P

p
Sa(f) = salf) =D (M —my)a Z o Yk) — f (@, yk))a(ok).-
k=1 k=

Pe de altid parte, functia f este uniform continui pe D, deoarece ea este continud pe domeniul
compact D, deci pentru orice € > 0, existd §(¢) > 0 astfel incat pentru orice (z,vy), (¢',y) € D
cu lo— /| < 8(e), Iy — y/| < 3(e) st avem | F(@y) — F(a', /)| < o5y

Deoarece pentru orice diviziune A, cu v(A) < 6(e) avem |z}, — x| < (e), |y, — yi| < 0(e)
rezulta

n
9

SA(f) - SA(f) < a(D)

a(ék) =&,
k=1
adica f este integrabila pe D.

Teorema 9.3.3 Dacd multimea T a punctelor de discontinuitate a unei funciic marginite f
definitd pe un domeniu inchis si marginit D(T C D) este formatd dintr-un numdr finit de arce
netede, atunci functia [ este integrabild pe domeniul D.

DEMONSTRATIE: Deoarece functia f este marginita, rezulta v A D
cd existd un numar M > 0 astfel incat |f(z,y)| < M,V (z,y) €
D.

Fie D1 multimea punctelor de discontinuitate ale functiei f.
Multimea D; fiind méarginitd existd un poligon @ astfel incét
Dy CcQsia(Q) < ﬁ

o
Fie Dy = D— @ . Multimea D este inchisa i mérginita si,
cum f este continud pe Do, rezultd cd f este uniform continua o
pe Ds. Figura 9.3:
Alegem A = (01,02,...,0p) o diviziune a multimii D astfel
incat M; —m; < %7 unde M; = sup, ycs, f(2,y), mi = inf . y)es, f(2,y), 1 = 1,n.

\

La aceastd partitie se adauga Q.

Sa—sa = M'a(Q) —m'a(Q) + Z(Mz' —m;)a(é;) <

p
< (M=) p + 3 5708 < 2M o+ 5osa(D) =
unde m’ = inf(x,y)EQ f($7 y)a M' = SUP(z.4)eQ f(xv y)

9.4 Proprietatile integralei duble

1. Proprietatea de linearitate a integralei duble.

Daca f, g sunt integrabile pe D, atunci f + g este integrabild pe D si

//D(f(x,y)+g(x,y))dxdy=/Df(:c,y)dxdy+//Dg(x,y)d:cdy.

2. Proprietatea de omogenitate a integralei duble.

Daci f este integrabila pe D gi A € R, atunci Af este integrabila pe D gi
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//D M (z,y)dedy = )\//D (@, y)dzdy. v A b

3. Proprietatea de aditivitate a integralei duble (functie de
domeniu).

\j
=

Daca f este integrabild pe D, iar domeniul D = D;j U Do, 0
unde D1 si Do sunt domenii compacte gi curba C are arie
nuld, atunci f este integrabild pe D si pe Da si Figura 9.4:

//D f(x,y)dxdy = / . f(z,y)dxdy + / . f(z,y)dxdy.

. Daca f este integrabila pe D si f(x,y) > 0, pentru orice (z,y) € D, atunci

/ /D £, y)dwdy > 0.

. Proprietatea de monotonie a integralei duble.

Daca f gi g sunt integrabile pe D si f(z,y) > g(z,y), pentru orice (z,y) € D, atunci

//D f(z,y)dzdy > //D g(x, y)dxdy.

. Daca f este integrabila pe D, atunci si |f| este integrabild pe D si

)//D f(a:,y)dxdy’ < //D |f(z,y)|dzdy.
//D drdy = a(D).

Formule de medie pentru integrala dubla.

. Daca f este marginita gi integrabild pe D, m < f(z,y) < M, (x,y) € D, atunci exista un numér

p € [m, M| astfel incat sa avem

//D f(z,y)dzdy = pa(D).

. Daca f este continud pe D, atunci existd un punct (§,7n) € D astfel incat

//D f(x,y)dady = f(&,n)a(D).

Existenta gi valoarea unei integrale duble nu depinde de valorile functiei de-a lungul unui numér
finit de curbe netede.
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9.5 Calculul integralelor duble
1. Consideram cazul in care domeniul compact D este dreptunghiul [a, b] x [c,d].

Teorema 9.5.1 Flie functia [ definitd, mdrginitd si integmbila pe dreptunghiul D = [a, b] X [c, d].

Daca pentru orice x € [a,b] existd integrala F(x / f(z,y)dy, atunci exista gi integrala

/a Fz)dz si
J[ fwdzay = [ b ( / df(x,y>dy) dx

DEMONSTRATIE. Fied:a =20 <21 < - <xp=bsgid:c=yg<y1 < - < Ym=d
diviziuni ale intervalelor [a,b] si [c,d], iar A diviziunea corespunzitoare domeniului D.
Notam i = [i, zit1] X [yj, yj1l,  0ij € A,

mi; = inf  f(z,y), M= sup f(z,y), i=0,n—-1,j=0m—1
(x,y)€di; (%,y)€dij

Consideram punctele intermediare & € [x;, zi+1], ¢ = 0,n — 1 gl suma Riemann

n—1
o5(F) =Y F(&) (i1 — ) (9.3)
i=0
m— Yi+1
Avem F(&) / f&,v) Z/ f(&,y)dy i aplicand teorema de medie, rezultd ci
j=0
existd un punct j;; € [my;, My;] aga incat

Yj+1
/ f&,n)dy = pij(yjv1 —yj), i=0n-1,5=0m—1

Yj

Atunci, (9.3) devine
n—1m-—1

= Z Z pij (Tit1 — i) (Yj41 — Y5)-

i=0 j=0
Sumele Darboux ale functiei f corespunzitoare diviziunii A sunt date de

n—1m-—1

Z > mi(wivn — ) (Y01 — ),
0 j5=0

n—1m-—1

Sa(f) = Z M;j(xig1 — i) (yj+1 — yj), lar
=0 j=0
sa(f) < os(F) < Salf). (9.4)

Fie (6,) si (6,,) siruri de diviziuni ale intervalelor [a, b] si [c, d] cu v(8,) — 0,v(d,) — 0, (A,,) sirul
corespunzator de diviziuni al lui D (evident si v(A,) — 0), iar (§") sir de puncte intermediare
ale girului (0,). Conform relatiei (9.4) avem

sa, (f) < 05, (F) < Sa, (f)- (9-5)
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Functia f fiind integrabila pe D avem

Jm sa,(5) = im Sa.(7) = [[ 7oy

Trecand la limitd in (9.5) obtinem

lim o5, (F) ://D f(z,y)dzdy,

J[ f@dzay = [ ' F(a)ds = / b (/ ’ o)

Teorema 9.5.2 Flie functia f definitd, marginitd si integrabild pe dreptunghiul D = [a, b] X [c, d].

deci

b
Daca pentru orice y € [c,d] existd integrala G(y) = / f(x,y)dx, atunci exista si integrala
a

/ "ty s

/ /D f (@, y)dady = / ' ( / bf(x,y>da:) dy.

Observatia 9.5.1 Daca f(x,y) = g(x)h(y), (x,y) € D = [a,b] X [c,d] si sunt indeplinite conditi-
ile teoremei 9.5.1 sau teoremes 9.5.2, atunci

/[ stendsay = [ bg(x)das) (/ dh(y)dy) |

Exemplu 9.5.1 1. Sd se calculeze integrala I = // (1 — z)(1 — zy)dxdy, domeniul D fiind
D
1<x<3,0<8y< 1.

j - /13 (/01(1—x)(1—xy)dy>dw:/lg(l_x) (y_ xf)

1
dr =
0

1 /3 1 3, 3\ 1
= - | 1-2)@2-2)de== (20— 22 += )| ==
2/1( x)(2 —x)dx 2(:13 2:):+3)0 3
2. Fie domeniul compact D mirginit de curba C' netedid pe A
portiuni gi presupunem ci orice paraleld la axa Oy taie curba d F
inchisd C' numai in doué puncte. c // f / G
A
D={@y)|p@) <y< @), selb), (00 4k
c 1
unde y = pi(x),z € [a,b] este ecuatia arcului AEB, iar y = | E
po(x),x € [a,b] este ecuatia arcului CFG, ¢, € Clla,b], po € 0 P b =x

Cl[c,d]. Un astfel de domeniu se numeste simplu in raport cu axa _
Oy. Figura 9.5:
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Teorema 9.5.3 Fie functia f definitd, mdrginitd si integrabild pe domeniul compact D dat de
p2(x)

(9.6) si presupunem cd existd integrala F(x) = / f(z,y)dy, V = € [a,b]. Atunci existd i

©

1(z)

b
integrala / F(zx)dzx i are loc egalitatea
a

/[ tasay = [ ’ < /@ @(()) 1, y)dy> dr.

DEMONSTRATIE. Fie I = [a,b] X [¢,d] si functia f: I — R definitd prin

- | f(z,y), daca (x,y) € D
Hay) = { 0, dacd (z,y) €l —D.

I =DUD;UDs, unde domeniile D1 gi Do sunt definite prin

. csy<@(x) . pa(r) <y <d
Dy x € [a,b] 0 Dy x €la,b]

Deoarece 1,02 € C%a,b], conform lemei 9.1.1, frintiera fiecaruia dintre domeniile D, Dy si Do
este de arie nuld.

Functia f este integrabild pe I, deoarece f este integrabild pe D, iar eventualele puncte de
discontinuitate ale functiei f in plus fatd de f sunt situate pe una dintre frontierele domeniilor
D, Dy, D,.

Atunci conform proprietatii de aditivitate a integralei duble avem

/ P yydzay = / [ Fe iy + / [ Faydady + / [ fte sy

/ f(z,y)dzdy =0 / f(z,y)dzdy =0
Dy Do

Deci are loc egalitatea

//l f(z,y)dzdy = //D f(z,y)dzdy = / f(z,y)dzdy. (9.7)

P
Deoarece exista integrala / f(z,y)dy, atunci existd si integrala / (x,y)dy si are loc relatia
(z)

d _ 991(16) p2(x) _
/ fl@,y)dy = / (z ydy+/ /
c »1(x) P2
/ £, 9)dy (9.8)

©

b
Aplicand teorema 9.5.1 functiei f si domeniului I se obtine cd existd integrala / F(x)dx g1
a

J[ iy = | ’ ( / ' f(a:,y>dy> dr.,

care impreund cu relagiile (9.7) si (9.8) ne dau

fadzay = [ [77 r@ay ) da.
/. [
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Fie domeniul compact D marginit de curba inchisd C neteds Y 4

pe portiuni §i presupunem c& orice paraleld la axa Ox taie curba €' G B
numai in doua puncte.

.
D={(x,y)[¥1(y) Sz <taly), yeled}, (99 : "

unde z = ¥1(y),y € [a,b] este ecuatia arcului CEG, iar z = Cc 4
Ua(y),y € la,b] este ecuatia arcului AFB,¢1 € Clc,d], 1o €

Cl[ec,d]. Un astfel de domeniu se numeste simplu in raport cu axa ,
Oz Figura 9.6:

»
-
X

Teorema 9.5.4 Fie functia f definitd, mdrginitd si integrabild pe domeniul compact D dat de
P2 (y)

(9.9) si presupunem cd exista integrala G(y) = / f(z,y)dz, pentru orice y € [c,d]. Atunci
Y1(y)

d
existd si integrala / G(y)dy si are loc egalitatea

fadzdy = [ [ r@ds ) a.
/1, [ L

Observatia 9.5.2 1. Daca domeniul compact D nu este intr-una dintre situatiile (9.6) sau
(9.9), atunci se descompune D intr-un numdr finit de subdomenii Dy,Ds, ..., D, cu
Up—1 Dr = D prin arce de curbd de arie nuld §i fiecare D; sd fie intr-una din situati-
ile (9.6) sau (9.9).

Yo

Figura 9.7:

Folosind proprietatea 3 se obiine

/ /D F (@, y)dady = k; / /D fla oy

2. Dacd functia [ este continud pe domeniul D, atunci

/ /D fz,y)dedy = / b < L @(2;) f(a:,y)dy> da = / ’ ( /w w:j) f(x,y)da:) dy.

Exemplu 9.5.2 1. Sd se calculeze integrala I = // xydxdx,, domeniul D fiind limitat de
D
y=2%siy=2x+3 (vezi fig.9.8).
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2x+3

y

=Y

-1 1O 3
Figura 9.8:

3 22+3 3 .2 |22+3
I = / (/ mydy> dx = / - =
1 -1 2 2
1 17 g 2 5
= — | z[(2z+3)? —at)de =< | (42 + 122 + 9z — 2°)dx =
2/, 2 ),
L gy 92720 ° 160
= — €T _— = — = —
2 6 /|, 3
x A
2. Sa se calculeze integrala I = // cos(z + y)dzdy, domeniul D y X
D
fiind limitat de x =0,y =7 si y = x (vezi fig.9.9).
y
T Y ™ Y
I = / </ cos(x + y)dx) dy = / (sin(z +y)| )dy = o
0 0 0 0 0 'y
o ) cos 2y T
= /o (sin2y — siny)dy = (— > + cos y> . = -2 Figura 9.9:

9.6 Formula lui Green

Fie D un domeniu compact, marginit de curba inchisd C netedd pe portiuni gi presupunem
ca paralelele la axele Ox si Oy taie curba C numai in doud puncte.

Teorema 9.6.1 Formula lui Green (1793 - 1841)
Fie P gi Q doud functii definite gi continue pe D, derivabile partial si cu derivatele partiale
P?j st Q' continue pe D. Atunci are loc urmdtoarea egalitate:

// Py(x,y))dxdy = ]{CP(w,y)derQ(:c,y)dy

DEMONSTRATIE. Fie domeniul D din figura 9.10, curba C de forma C' = C; UCy U C3 U Cy
orientatd direct.
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A A
d 2(x) 7
—=x
Ve, D b wila b))
. C <
E\\:M c .
i 1(%) i
0] a b Vx 0] Vx
Figura 9.10:
b 2(z) b w2 ()
/ /
// P, (z,y)dzdy = / / Py (x,y)dy | dx = / P(z,y) dr =
D a w1(x) a e1(z)
b
— [ (P ala)) - Plar(a)) da (9.10)
Curba C fiind definitd de reprezentarea { T=t , t €a,b] avem
y = ¢1(t)
b
/ P(z,y)dx = / P(t,p1(t))dt (9.11)
Cq a
Curba Cj fiind definitd de reprezentarea { Tt , t €la,b] avem
y = pa(t)
b
/ P(z,y)dx = / P(t, p2(t))dt (9.12)
Cs3 a
Deoarece pentru curbele Cs si Cy4 avem x = a, respectiv z = b se obtine
/ P(z,y)de =0 i / P(z,y)dx =0 (9.13)
CQ C4

fP(:U,y)dx: P(x,y)d:c+/ P(z,y)dx + P(m,y)d:n+/ P(z,y)dx (9.14)
C C1 Cy Cs Cy

Din (9.10), (9.11), (9.12), (9.13) si (9.14) rezults

//D Py (x,y)dedy = — /C1 P(z,y)dz — /03 P(z,y)dx = —fcp(x,y)dx (9.15)

Fie domeniul D din figura 9.10, curba C' de forma C = C; U Cy U C3 U Cy.

//DQé(x,y)dxdy = /cd </::j)@;(a:,y)da:> dy:/ch(g;?y)

d
- / Q). y) — QU1 (). ))dy (9.16)

P2 (y)

dy =
¥1(y)
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Curba C fiind definitd de prezentarea { ji z/Jl (t) , t € lc,d] avem

d
Qe y)dy = / QU (1), t)dt (9.17)
Cq c

T = ()

Y=t , t€lc,d avem

Curba Cj fiind definitd de reprezentarea avem {

d
[ Qs = [ Quat).ar (9.18)
3 c
Deoarece pentru curbele Cs si Cy avem y = ¢, respectiv y = b se obtine

Q(z,y)dx =0 1 Q(z,y)dr =0 (9.19)
CQ C4

j{ Q(z,y)dx = Q(z,y)dx + Q(z,y)dx + Q(z,y)dx + Q(z,y)dx (9.20)
C Cy Cy C3 Cy

Din (9.16), (9.17), (9.18), (9.19) si (9.20) rezults

//D Qy(z,y)dzdy = /01 Q(x,y)der/CSQ(x,y)dy = jé@(x,y)dy (9.21)
Scazand relatia (9.15) din (9.21) se obtine:

/ / (@) — P, y))dady = f Pl ) + Q. y)dy.
D

C

Daca domeniul D nu indeplineste conditia ca paralelele la axele Ox si Oy si taie curba C
numai in doufl puncte, impartim domeniul D prin arce de curba de arie nuld intr-un numér finit
de subdomenii Dy, Da, ..., D, mirginite de curbele C1,Cy,...,C, care indeplinesc conditia de
mal sus.

Aplicand pentru fiecare subdomeniu Dy méarginit de curba C} teorema 9.6.1, avem

//D (Q(z,y) — Py(x,y))dxdy = 7{ P(z,y)dr + Q(z,y)dz, k=1,n (9.22)

C

v A

Orientarea pozitivd a subdomeniilor Dy, Do, ..., D, induce pe curba ‘ A

C un sens bine determinat pe care-l vom numi sensul pozitiv. Astfel )
vom spune despre domeniul D ca a fost orientat pozitiv (vezi fig.9.11).
Deoarece D = J;_; D, C = Up_; Ck, adunand cele n relatii din (9.22)
gi aplicand proprietatea de aditivitate a integralei duble (ca functie de 7
domeniu) avem

Y

Figura 9.11: X

// (Qy(z,y) — Py(x,y))dzdy = ]{ P(z,y)dz + Q(x,y)dy
D C
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Teorema 9.6.2 Fie P si QQ doud functii definite si continue pe domeniul compact D mdrginit
de curba C simpld, inchisd si rectificabild si presupunem cd derivatele parfiale P?; $t Q’y existd st
sunt continue pe D. Atunci are loc urmdtoarea egalitate

|| @t = Pieaasdy = § Pz +Q.gay
DEMONSTRATIE. vezi [10] vol.Il pag. 190.
Exemplu 9.6.1 Sd se calculeze integrala curbilinie I = j{ —zytdx + x2ydy, folosind formula

C
lui Green, unde C : 22 4+ y?> = a®,a > 0.

Curba C este netedd si inchisd si ea margineste domeniul D : 22 +y? < a®. Functiile P(x,y) =
—xy? §i Q(z,y) = 2%y sunt de clasa C*(D) si deci se poate aplica formula lui Green.

Avem
a Va2—x?
I = // dxydrdy = 4/ (x/ ydy> dx = 0.
D —a —Va2—z22

9.7 Exprimarea ariei unui domeniu cu ajutorul unei integrale cur-
bilinii
Fie D un domeniu pentru care se poate aplica formula lui Green si care are arie.

a(D) = dxdy si aplicand formula lui Green observam ca functiile P si @ trebuie alese

D
astfel ca Q).(z,y) — P (z,y) = 1.
Atunci aria domeniului D este

a(D) = %xdy, (9.23)
unde am considerat P(z,y) = 0 si Q(z,y) = x, pentru orice (z,y) € D.

Exemplu 9.7.1 Sd se calculeze aria domeniului D limitat de y = x° siy = x (vez fig.9.12).

Avem
a(D)—// dxdy—j{wdy—/ xdy—i—/ xdy,
D C Ch Ca

unde C1 :y = 22,0 €[0,1],Co: y =1— 2,2 € [0,1], deci

Y A

Figura 9.12:

1 1 2.3 2
a(D)= [ 2z%dx— | zdx= o
3 2

0 0

|

o 6
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9.8 Schimbarea de variabila la integrala dubla

In planul 2Oy considersm domeniul compact D mirginit de o curb# C inchisa, neteds pe
portiuni, iar in planul uOv domeniul compact D’ marginit de o curba C’ inchisa si netedd pe
portiuni. Fie transformarea regulatd a domeniului D’ in D data de

x = p(u,v) 1y
, u,v) € D, o, € C*(D"), 9.24
{ozos . woen e (9:20)
bijective si cu derivatele partiale de ordinul al doilea mixte continue pe D’.

YV A VA

0 | g

»
>
X

\

\

o u

Figura 9.13:

Se defineste corespondenta dintre domeniile D’ si D ca fiind directa, respectiv inversa, daca
atunci cand un punct parcurge curba C’ in sens direct, punctul corespunzitor, prin transformarea
(9.24), de pe curba C se deplaseaza in sens direct respectiv invers.

Teorema 9.8.1 Dacd determinantul functional Dle,v) (u,v) € D', este

D(u,v) ’
pozitiv respectiv negativ, atunci transformarea domeniului D' in domeniul D este directd, respectiv

inversd si existd un punct (ug,vo) € D' astfel incadt

a(D) = ’D@’w (uo, o)

D(u,v) (D).

DEMONSTRATIE. Din (9.23) aria domeniului D este a(D) = fzvdy. Fie transformarea
C

regulatd (9.24) a domeniului D’ in D. Atunci

aD) = ¢ plu o)l v)du+ ¥ u.0)de) =

= /, o(u, v), (u, v)du + @(u, v)) (u,v)dv (9.25)

Deoarece exista derivatele partiale mixte de ordinul al doilea ale functiilor ¢ si ' continue
pe D', avem:

P(“?”) = Sp(ua U)wat(uﬂ})v Q(U,U) = <p(u,v)w;(u, U)a
Py (u,v) = ¢l (u, 0), (u, 0) + o(u, )y, (u,v) i
Qu(u,v) = @y, (u, V)¢, (u, v) + @(u, V), (u,v) .
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Aplicand formula lui Green integralei (9.25) se obtine
aD) = ¢ Pluoidu+ Qoo = [[ (Quu) = Piluv))dud =
C/ D/
J[| @t onitw o) = )i o) dude - (9.26)

/
P dudv.
//’ wl ’U
Intrucat a(D) > 0, daci D((SZ’ qf)) > 0, curba C’ este parcursa in sens direct si din (9.26)
avem a(D dudv, iar daca Dip,v) < 0, atunci curba C’ este parcurszi in sens
D D D(u,v)
D
invers si din (9.26) rezultd a(D) = / ((P’ ¥) dudv, adici a(D // dudv.
D’ u, ’U) / U, y ’U
Aplicand formula de medie ultimei relat;n rezultd ci existd un punct (ug,vg) € D’ astfel incat

D(p,)

alb) = ‘ D(u,v) "0 *0)| 2D

Teorema 9.8.2 Fie domeniile compacte D' si D in corespondentd prin transformarea requlata
(9.24). Daca f este o functie continud pe domeniul D, atunci are loc urmatoarea egalitate

/ f(z,y)dxdy —/D/f u, v)(u,v)) ‘ D(((Z Z}))'dudv, (9.27)

numitd formula schimbarii de variabild la integrala dubla.

DEMONSTRATIE. Consideram, A" = (81,03, ...,d,) o diviziune a domeniului D’. Prin trans-
formarea (9.24) acestei diviziuni ii corespunde diviziunea A = (61,62,...,0p) a domeniului D.
Daca a(0x),a(d;,) sunt ariile dreptunghiurilor 0y, respectiv d;,k = 1,p, atunci conform teoremei

9.8.1 exista punctele (ug,vy) € 0, astfel incat s avem

(60 = | et )

a(6y,)-

Fie z = o(uk, vk), yp = p(uk, vi), k = 1,n, (ug, vg) € 6. Atunci

p
oalf) = D flawyk)a(dr) =
h=1

= > slolun ,w<uk,vk>>]g§§:f; (i 0)

= o <f(90ﬂ/’) ‘ D((i:f)) >

Daca (Al)) este un sir de diviziuni ale domeniului D’ cu v(Al)) — 0, atunci sirul corespunzitor
de diviziuni ale domeniului D, prin transformarea (9.24), (A,,) are v(A,) — 0. Avem

(¢, )
D(u,v)

a(dy,) =

on,(f) =ony, <f(607¢) ‘

) (9.28)
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si trecand la limita in (9.28), rezul

//fxydxdy—//f u,v) uv))‘g((u

ta

©, ¢

v)

‘dd

207

Exemplu 9.8.1 1. Sd se calculeze integrala I = // (2% + y*)dady, domeniul D fiind 2> +

D
y? < 2ax, a > 0. Domeniul D este mdarginit de cercul (z — a)? + y?
T =a+rcost
y =rsint
dreptunghiul [0,27] x [0,a] (vezi fig.9.14).

coordonatele polare

-a

Cu ajutorul formulei (9.27) se obtine

122

2. Sa se calculeze integrala I = // xdxdy, domeniul D fiind dat de 1 < zxy <2, 1

t

A

<

)

Figura 9.14:

I = ( (a +2arcost+r)rdr> dt =
= 2T + ar cost + —r dt =
4 0
2 3 2 T3
= /0 <4a +3a4cost> dt = <4a4—|— 3a4sint> . zg 4
<
D
y A
y 2x oA
y X
D)
2
\/E xy 2 %
1 D 1
\
xy 1
1S . 0 1 2 u

Figura 9.15:

= a2. Trecind la

, rezulta t € [0,27],r € [0, a], deci domeniul D' este
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Folosim transformarea regulatd v = zy,v = %, u € [1,2],v € [1,2], care transforma domeniul D
in domeniul D' (vezi fig.9.15).

Inversa acestei transformdri este x = %, Yy = +\/uv, iar
1 -1 1 1 1 3
=u 202 —muUz2V 2
D([E, y) . 2 2 _ -1
= =—v " #0
D(u,v) 1 11 1 1 _1
7u 2V2 ?UZU 2

Atunci

_ /12<1—\}§>u%du:§<1—\}§>u

9.9 Abplicatii ale integralei duble

1 3

Daca D este o placid materiald de grosime neglijabila, D C xOy si functia p(z,y) definitad si
continua pe D reprezinta densitatea placii, atunci masa plicii D este datad de relatia

M) = [[ st )dady,

iar coordonatele centrului de greutate G al placii sunt date de relatiile

TG = M(lD)//D zp(x,y)dzdy,  yo = M(lD)//D yp(z,y)dady.

Daca placa D este omogena atunci

w6 = a(lD) / /D wdedy,  yo = a(lm / /D yddy.

Momentele de inertie ale placii sunt date de relatiile
Iy = // (2% + ) p(z,y)dedy  (fata de originea O)
D
I, = // v’ p(z,y)dedy, I, = // 2?p(x, y)dady
D D
(fatd de axele de coordonate Ox si Oy)

Exemplu 9.9.1 1. Sd se calculeze coordonatele centrului de greutate ale placii omogene
mdrginita de curbele y*> = 4z + 4 si y*> = =22 + 4 (vez figura 9.16)
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Figura 9.16:

D={(v,y) eR*|y?* >dax+4 i y*<—22+4}

y2—4

o= [ | [

// xdxdy =
/ / ydady = | / (34" — 12))dy = 0

Deci xg = %, tar yg = 0.

1 /2
dr | dy = 2/ (3y* — 12)dy = -8,
0

1
zdr = ( 3yt + 2412 — 48)dy = _16

2. Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu azele de coordonate ale placii omogene (p = 1)
mdrginite de curbele y = 2% si x = y?

D={(z,y) eR*|y >z i 9?> <z}

Avem
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Capitolul 10

Integrale de suprafata

10.1 Panze parametrizate. Suprafete

Fie D C R? un domeniu plan si r : D — R3 o functie de clasa C'(D), r(u,v) = (z,y, 2),

unde
z = f(u,v)
y=g9(u,v) , (u,v)€D. (10.1)
z = h(u,v)

Definitia 10.1.1 Perechea (r, D) o se numeste pdnzd parametrizatd in R3. Multimea

Im (r) = r(D) se numegte imaginea sau urma panzei.

Functia 7 = 7(u,v) = f(u,v)i + g(u,v)i + h(u,v)j, (u,v) € D se numeste reprezentarea
vectoriald a pdnzei. Ecuatiile (10.1) se numesc ecuatiile parame-
trice ale pdnzei.

Definitia 10.1.2 Doud pdnze parametrizate (r,D) gi (r1,D1) se numesc pinze parametrizate
echivalente dacd existd un difeomorfism ® : D — D1 astfel incdt ri o ® = 1.
Dacai panzele (r, D) gi (r1, D1) sunt echivalente vom nota r ~ r1.

Teorema 10.1.1 Doud pdnze parametrizate echivalente au acelasi urmd.

DEMONSTRATIE. Fie r ~r; gi ® : D — D; un difeomorfism astfel ca r; o ® = r. Deoarece ¢
este bijectie, obtinem (D) = r(Dy).

Observatia 10.1.1 Dacd doud pdnze parametrizate au aceeasi urmd, nu rezultd cd ele sunt
echivalente.

Teorema 10.1.2 Relatia ” ~ 7 este o relatie de echivalentd pe mulfimea pdnzelor parametrizate.
DEMONSTRATIE. Se aratd la fel ca gi la drumuri.

Observatia 10.1.2 Relatia de echivalentd 7 ~ 7 imparte mullimea tuturor pdnzelor
parametrizate in clase de echivalentd disjuncte. Doud pdnze parametrizate sunt echivalente dacd
st numat dacd aparfin aceleiasi clase.

Definitia 10.1.3 Se numeste suprafatd o clasd de echivalentd de pdnze parametrizate.

Pénza (r,D) din aceastd clasa se numeste parametrizare locald a suprafetei si o vom nota
S = (r,D).

211
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Definitia 10.1.4 Suprafata S se numegte suprafata simpld dacd existd o parametrizare locald
S = (r, D) injectivd.

Multimea

S={(z,y,2)|z= z(z,y), (z,y) €D CR?*} (10.2)
Z A
este o suprafata simpla deoarece S = r(D), unde r : D — R3
r(u,v) = (u,v, z(u,v)) este o panza parametrizatd (x = u,y = v).
Astfel (10.2) reprezintd forma explicitd a suprafetei S, iar ecuatia
z = f(z,y),(z,y) € D se numeste ecuatia carteziand explicitd a

suprafetei S.
Multimea S = {(z,y,2)| F(z,y,2) = 0, (x,y,2) € D C R3},
unde F € CY(D), iar F,? + F;,Q + F2 2 0 reprezinti o suprafati 0 ig y

\/

simpla. Ecuatia F(z,y,z) = 0,(z,y,2) € D se numeste ecuatia
carteziand implicitd a suprafetei S.

Fie S o suprafatd de parametrizare locala S = (r,D),r datda X  Figura 10.1:
de (10.1). Dacd in (10.1) fixdm valoarea parametrului u, u = uo,
atunci se obtin ecuatiile unei curbe in spatiu * = f(ug,v),y = g(ug,v),z = h(ug,v), ale cirei
puncte se aflid pe suprafata S. Daci ug ia diferite valori, atunci se obtine pe suprafata S o familie
de curbe. Similar, dacd in (10.1) fixdm valoarea parametrului v, v = v, atunci se obtin ecuatiile
unei curbe in spatiu z = f(u,vg),y = g(u,vg), z = h(u,vy) pe suprafata S. Daca vy ia diferite
valori, atunci se obtine pe suprafata S o familie de curbe. Aceste curbe care se obtin pe suprafata
S se numesc curbe coordonate pe suprafata S sau curbele retelei lui Gauss.

1N

z
v
o r Y v
_ i T
(10, ) e
——

> 0 -
ol u d

X

Figura 10.2:

Prin fiecare punct M € S ce apartine portiunii simple a suprafetei S trece o curbé si numai
una din fiecare familie de curbe coordonate (u = ug, v = vx) $i anume curbele u = ug gi v = vp;
up, vo se numesc coordonate curbilinii ale punctului M corespunzator punctului (ug,vg) € D.

Fie S o suprafati si M € S. Un vector h aplicat dZ
in M, h € V3(M) se numeste vector tangent la S'in e
punctul M daci existd un drum de clasa C! (I,d = ' !
d(t)) situat pe S gi un punct to € I astfel incat d(tg) = I b
M si d'(to) = h, deci h este vector vitezd la un drum -
ce trece prin M si este situat pe S. 0 y
X

Figura 10.3:
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;v(uﬂ’ Vo)

Dacd S este o suprafati de parametrizare locald
S = (r,D) si (ug,vp) € D, atunci vectorul viteza in
up la curba de coordonate v = vy se noteaza 7, (uo, vo),
iar vectorul viteza in vg la curba de coordonate u = ug
se noteazd 7, (ug,vy). Vectorii 7y (ug,vo), Ty (ug, vo) se L
numesc viteze partiale ale lui 7 in (up,vo). Astfel 0 y
functiile 7, : D — R3,7, : D — R3 in fiecare punct
(ug,vp) € D sunt vectori tangenti la S in r(ug, vg).

O suprafatd S datd parametric prin (10.1) se nu-
meste neteda daci |7y, X 7| # 0 pentru orice (u,v) €
D.

Dacd suprafata simpld gi netedd S este datd de parametrizarea (10.1), atunci vec-
torii tangenti in punctul M (r(ug,vo)), 7u(uo,vo) $i 7yp(ug,vo) sunt dati de 7y(ug,vp) =
(fu(uo,v0), gu (w0, vo), hy, (w0, v0)), 7o (w0, vo) = (f4 (o, vo), gu(uo, vo), he, (uo, vo))-

Cosinusurile directoare ale vectorilor 7, 7, in punctul M (7(ug,vg)) sunt

Figura 10.4:

fé(u[)?/uo) g;(uoavo) h/u(U(),Uo)

+/E ' +/E = +VE

respectiv
filuo,vo)  gy(uo,v0)  hiy,(uo, vo)
+/G = /G /G
unde
E = f.}(uo,v0) + 9,2 (uo, vo) + h2(ug, vo),
G = f.2(uo,v0) + g, (o, v0) + k2 (uo, vo).

Alegerea semnului din fata radicalului corespunde alegerii unui sens de tangenta.

Unghiul dintre doud curbe se definegte ca fiind unghiul dintre tangen-
tele la aceste curbe. Daci 6 este unghiul dintre curbele u = ug ¢i v = vg, r, A
atunci o u u

(Fu, T) _ 4 F 0
IFullllFoll -~ VEG'

unde \ v Wy

(Fu, 7o) "2 F = f! (uo, v0) £ (0, v0) +4., (w0, v0) g, (0, vo )+, (uo, Uo)hﬁj(uo,vo)-a

cosf =

Y

il
=

Expresiile F, F, G se numesc coeficientii Gauss ai suprafetei. Figura 10.5:
Normala la planul tangent la suprafata S in punctul M se numegte normala la suprafata M.
Daca a, 3,7 sunt cosinusurile directoare ale normalei 7 la suprafata S in punctul 7(ug, vo)

atunci n L 7, si n L 7, agadar avem

afy + Bg, +vh, =0
af,+ Bg, +~hl, =0
/

5 - W h . :
Intrucat, rangul matricii < f1f 57;” h}‘ > este doi, atunci @ = AA, 8 = AB,y = AC, unde
v v v
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Cum o? + 3% ++% = 1, rezults

A 3 B C
o = y = N = .
+VA? 4 B2 + C? TVAZ B 2| 1/ B P

Se aratd folosind identitatea lui Lagrange

(b —b'¢)? + (ca' — da)? + (abl — a'b)? = (a> + b+ A)(a? + b2 + ¢ ?) — (ad + bV + cc')?

|7 X 70| = VA2 + B2+ C? = /EG — F? (10.3)

10.2 Aria unei suprafete

Consideram suprafata simpld gi netedi care nu este inchisa S definitd de parametrizarea z =
f(u,v),y = g(u,v), z = h(u,v), (u,v) € D, unde D este un domeniu compact, D C [a,b] X [c,d].

Fie A = (01,01,...,0p) o diviziune a domeniului D. Dreptelor v = u;,v = v;,i = 1,n,j =
1,m, ce alcituiesc diviziunea A, le corespund pe suprafata S o retea de curbe de coordonate
care determind o diviziune A = (sq, 89, ..., sp) suprafetei S. Are loc i reciproca, unei diviziuni
A a suprafetei S alcituita dintr-o retea de curbe de coordonate ii corespunde pe domeniul D o
diviziune A formata din paralele la axele de coordonate Ou si Ov.

z A

Vv A uou U U

u U U U k

- /E Vo Vin

D vy

A
C
0] a b u y
X
Figura 10.6:

Pentru fiecare parte de suprafatd s; a diviziunii A a suprafetei S se considerd cea mai
mici sferd ce contine si. Fie di diametrul acestei sfere si definim norma diviziunii A ca fiind
v(A) = max;_15(dg).

Fie 6, € A, i, = [us, uit1] x [v5, Vg41]. Dreptunghiului 6y, ii corepunde pe suprafata S partea
de suprafatd s, marginita de curbele parametrice u = u;, u = u;41,v = vj,V = Vj41.
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In planul tangent la suprafata in punctul M (r(u;,v;)) € S
se considerd paralelogramul avand unul dintre varfuri in punc-
tul M, laturile dirijate dupa vectorii 7 (u;,v;), To(ui,v;) de
Tungimi [[7 (1, v5) (i1 — ), 7o v) | (0741 — v5). Aria
partii de suprafati se aproximeaza prin aria o; a acestul par-
alelogram.

ok = [[Fu(ti, vj) || (wirs — w70 (ui, v;) | (0541 — vj) sin 0, / ] .
O —
unde € este unghiul format de curbele de coordonate u = u; si "u
v = vj. Figura 10.7:
———— 2 EG — F?
Sln@z 1_COS2 _\/1_EG_\/E'G’
EG — F?
= El, oo (w1 —u)VG ] — U _ =
Ok \/> (uz’vj)(ulJrl Ul)\/» (ug,v5) (v]Jrl Uj) EG (us,05)
Y]
= VEG-F? (wit1 — ui)(vjpr — v5) -
(wi,vj)
Astfel, aria suprafetei S o vom aproxima prin suma
P
CL(S) >~ aA :ZO’k :Z AV4 EG*F2 (ui+1 —ui)(ij *Uj) (104)
1 A (uiv;

Fie (A,) un sir de diviziuni ale suprafetei S cu norma v(A,) — 0. Acestui sir de diviziuni
ii corespunde un gir de diviziuni (4A,) al domeniului D cu v(A,) — 0. Sumele an, date de
(10.4) reprezintd suma Riemann corespunzitoare functiei v EG — F?2, girului de diviziuni (A,)

si punctelor (uj,v}) € 4. Intrucat, suprafata S este neteds, iar functiile f, g, h sunt de clasa

C1(D), rezulta ca functia vV EG — F? este continua pe D.
Asgadar, atunci cand v(A]) — 0 lim, . an, = // V EG — F?dudv.
D

Definitia 10.2.1 Suprafata simpld si netedd S are arie dacd existd gi este finitd integrala

// V EG — F2dudv. Numarul real a(S) = // V EG — F2dudv reprezintd aria suprafetei S.
D D
Observatia 10.2.1 1. Folosind egalitatea (10.3) avem

o8) = [[ VA v 5+ Codudv = [[ 1 x rolduas
D D

2. Dacd suprafata S este datd prin ecuatia carteziand explicita z = f(x,y), (z,y) € D, iar
p= [y sid = f, (notatiile Monge), atunci E =1 +p%,G =1+ ¢* F =pq si

a(S) = //D V1 +p? + ¢2dudv.

3. Expresia do = A2+ B2+ C%dudv = VEG — F2dudv se numeste element de arie in

coordonate curbilinii.
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4. Daca suprafata simpla S este netedd pe portiuni, atunci vom considera ca arie a ei suma
ariilor diferitelor porfiuni.

Teorema 10.2.1 Aria unei suprafete netede si simple nu depinde de reprezentarea parametricd
a suprafetei.

DEMONSTRATIE. Presupunem ci suprafata simpld si netedd S este datd de reprezentarea
parametricd x = f(u,v),y = g(u,v),z = h(u,v), (u,v) € D. Orice altd reprezentare parametrici
a suprafetei S se obtine printr-o transformare regulat a unui domeniu compact D’ in domeniul
compact D,

u=p(s,t), v=1(s,t), (s,t)eD. (10.5)

Obtinem prin transformarea regulata (10.5) urmitoarea reprezentare parametrici:

z = f(e(s,1),1(s, 1)) = fi(s,1)
y = g(p(s, 1), ¢(s,t) = gl(sat)
z = h((p( ) ¢(37t)) ( 7t)'

Dacé notam

_ D(g1,Mm) _ D(hy, f1) _ D(f1,91)
BT 06 BT D6 T Dl
avem
4, = Dlgh) Dlp,y) o Db, f) D(p.¥) ., _ D(f.g) D(e,¥)
" Dw,v) D(s,t) ' D(u,v) D(s,t) " ' D(u,v) D(s,t)’
deci
VAETB =\ Bt O 'lgff;‘
Atunci

a(S) = / VA% + B? 4+ C?dudv =

- (A )

_ // A2 1 B2 1 C2dsdt (10.6)

In (10.6) am folosit formula de schimbare de variabila de la integrala dubla.

Exemplu 10.2.1 Sq se calculeze aria portiunii din paraboloidul x>+
y? = 2z, mdrginitd de planul z = 2; pryoyS =D, D: 2?2 +9? < 4,

2,2
S:z=2 —QH/ s (2,y) €D, p=zy =2, q= 2z, =y. Alunci

// V1122 + Pdady —
/2”</ mdr>dt 2T VB 1),

unde T = rcost,y = rsint.

Figura 10.8:
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10.3 Integrale de suprafata

Integralele de suprafatd de primul tip constituie o generalizare a integralelor duble.
Fie S o suprafatd netedi sau netedi pe portiuni daté de reprezentarea

€T = f(uvv)
y=g(u,v) , (u,v)€D (10.7)
z = h(u,v)

unde f, g, h sunt functii definite si de clasid C' pe domeniul compact D din planul uOv.
Considersim functia F definitd si marginitd pe un domeniu din R?® ce contine imaginea
suprafetei S. Fie A = (01,02,...,0p) o diviziune a domeniului D careia ii corespunde prin (10.7)
o diviziune A = (s1, 89, ..., 5,) a suprafetei S.
Fie suma oa(F) = 22:1 F(&k,nk, Ce)a(sg), unde & = f(uk,vi),mx = g(uk,vk), e =
h(ug,vg), (ug,vr) € 0k, k = 1,p, iar a(sg) reprezintd aria partii de suprafata sg.

Definitia 10.3.1 Functlia F este integrabild pe suprafaia netedd S dacd existd un numdr real
I cu proprietate ca pentru orice ¢ > 0, existd 6(¢) > 0 astfel incat pentru orice A € A* cu
v(A) < 0(g) si pentru orice alegere a punctelor (uy,vi) € 0k sd avem:

loa(F) —I]| < e.

Numarul real T

I= //S F(z,y,z)do (10.8)

se numegte integrala de suprafaid a functies F' de primul tip sau in raport cu aria.

Observatia 10.3.1 Interpretarea fizicd a integralei de suprafatd de primul tip. Dacd S este o
suprafatd materiald, iar F(x,y,z) reprezintd densitatea suprafetei in punctul (z,y,z), atunci,
daca existd integrala (10.8), ea este masa suprafetei S. Daca F(x,y,z) reprezintd densitatea
de repartitie a unei sarcini electrice, atunci dacd existd integrala (10.8) ea este sarcina totald
distribuitd pe suprafata S.

Teorema 10.3.1 Fie S o suprafatd netedd data de (10.7) si functia F definita si marginitd pe
un domeniu din R® ce contine imaginea suprafetei S. Dacd existd integrala (10.8) si integrala

//D F(f(u,v),g(u,v), h(u,v))v A? + B? + C%dudv,

atunci

//Sﬂxv%z)daz //D F(f(u,v),9(u,v), h(u,v))V/ A% + B? + C2dudv ~ (10.9)

DEMONSTRATIE. Suprafata S fiind neted#, conform definitiei 10.2.1, avem

a(sg) = /5 VA2(u,v) + B2(u,v) + C2(u,v)dudv, k=1, n.
k

Aplicand teorema de medie de la integrala dubla, exista un punct (ug,vy) € J astfel incat
sa avem:

G(Sk) = \/AQ(uk'v Uk) + BQ(ukHvk) + 02(uk>vk’)a(6k‘) k= 17p
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Deoarece (ug,vi) € J, existd un punct pe partea de suprafatd sg, (&g, Mk, (k) € Sk cu & =
f(urs vk), mi = gug, vr), G = hlug, vk). B

Obtinem pentru suma Riemann asociatd functiei F, diviziunii A si punctelor intermediare
(&k, Mk, Ck), kK = 1, p urméatoarea expresie

p
O-A(Fagknnkvgk ZF gkunkagk ZF Uk,l)k (Uk,’l)k)7
k=1
h(ug, vi )/ A2 (ug, Uk) + B?(ug, vg) + C?(ug, vi)a(dg) = (10.10)

:JA(F A2+B2+szukvvk)

Ultima sumé obtinuta in (10.10) reprezintd suma Riemann asociata functiei F, diviziunii A i
punctelor intermediare (ug,vr). Astfel, daca (A,) este un gir de diviziuni ale domeniului A
cu v(A,) — 0, atunci sirul diviziunilor corespunzitoare (A,) ale suprafetei S va avea norma
v(Ay) — 0.

Trecand la limitd in (10.10), rezultd egalitatea (10.9), care reprezintd formula de calcul a
integralei de suprafati in raport cu aria.

Observatia 10.3.2 1. In ipotezele teoremes 10.58.1
// F(z,y,z)do = // F(f(u,v),g9(u,v), h(u,v))vV EG — F2dudv.
S D
2. Daca suprafata simpld si netedd S este data de reprezentarea z = f(x,y), (x,y) € D, atunci

//S Fla,y, z)do = //D F(z,y, f(2,9))V/1+p* + ¢?dady. (10.11)

S

4. Dacad existd integrala // F(z,y,z)do, ea este independentd de reprezentarea parametricd
S
a suprafetei S.

5. Proprietatea de aditivitate a integrolei de suprafaid de primul tip ca functie de domeniu.

Dacad suprafata simpld S este netedd pe portiuni, S = J;_, Si, atunci

//SF(a:,y,z)da — ﬁ;//s Flz,y, 2)do

Exemplu 10.3.1 1. Sd se calculeze integrala I = // (x + y + 2)do, unde suprafata S este
S
semisfera %+ y2 +22=0a%2>0.
Pentru suprafata S avem reprezentarea parametricd x = acosfcosp, y = asinfcosp,
z=uasinp,d € [0,27],¢ € [0, %} . do = a? cos pdfdp. Obtinem

I:ag/
0

= 7T(l3/2 sin 2pdyp = Ta’
0

Wl

2
{/ (cos B cos? o + sin O sin? ¢ + cos psin p)df | dp =
0
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2. Sa se calculeze integrala I = // zdo, unde suprafata S este portiunea din paraboloidul
S

= %(1‘2 + y?), decupata de cilindrul 2% + y? = 8; Prz0yS = D, D : 22 +y? < 8,
= %(xz +9?2), (z,y) € D. Conform relatiei (10.11) avem

1 1 [2V2 / r2m
I = // 2(:62+y2)\/1+x2+y2d:vdy:/ ( r3x/1+r2dt>dr
D 0 0

2
2v2 V2] 596y

2 2\5/2
_ N /
TR 15

=7 [;7“2(1 + r2)3/2

0 0

10.4 Integrala de suprafata in raport cu coordonatele

Definitia 10.4.1 Multimea T,S a tuturor vectorilor tangenti la S in a se numeste spatiul tangent
la S in a.

Definitia 10.4.2 Se numeste orientare a unei suprafete S alegerea unei orientdri in fiecare
spatiu T,S,a € S, adicd alegerea a cdte unui versor normal n(a),n(a) L T,S astfel incét aplicatia
c: 8 — Vi, cla) =¢,n(a) sd fie continud, cu 4 = 1.

O suprafatd S care admite orientare se numegte orientabild sau cu doud fete.

Daca orientarea este fizxatd, atunci suprafata S se numeste orientatd.

Daca suprafata S este convexi, atunci cum functia ¢ : S — {£1} ¢(a) = &, este continui
rezultd cid ea este constantd, adica fie e, = 1 pentru orice a € S & atunci functia ¢ definegte
orientarea pozitiva c(a) = n(a), fie ¢, = —1, pentru orice a € S gi atunci functia ¢ definegte
orientarea negativa c(a) = —n(a).

Integrala de suprafatd de tipul al doilea se construieste in mod asem#nitor ca si integrala
curbilinie de tipul al doilea.

Fie suprafata simpld si netedd datd de reprezentarea (10.7). In fiecare punct M(z,y,z) al
suprafetei S putem considera doi vectori normali la suprafata 7n;, ns de sensuri opuse.

Definitia 10.4.3 Se numeste fata superioard (inferioard) a suprafetei S relativ la planul xOy
acea fatd a suprafetei pentru care vectorul normal face un unghi ascufit (obtuz) cu aza Oz.

In cazul unei sfere fata superioara are ca vector normal, vectorul
normal exterior la sferd. Fata inferioari are ca vector normal, vectorul
normal interior la sfera.

Figura 10.9:
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—yp C

Figura 10.10:

Fie A = pr,0,S, I' conturul suprafetei S, C' = pr,o,I'.

Pe conturul I" se pot defini doud sensuri. Sensul asociat fetei superioare este cel care core-
spunde sensului direct pe C. Sensul asociat fetei inferioare este cel care corespunde sensului invers
pe C. Vom spune ci suprafata S este orientati fata de planul xOy, de asemenea, fiind orientate
atat domeniul A cat gi domeniul D.

Se observi ca o suprafatd S este orientatd, dacd prin deplasarea continud a unui punct de pe
I" revenim in punctul initial cu aceeagi orientare pentru normala la S. In caz contrar suprafata S
nu este orientatd. Un exemplu de suprafatd care nu este orientaté il reprezintd banda lui Mdbius
care se obtine prin indoirea unei foi dreptunghiulare ABCD astfel incat varful A coincide cu C,
iar varful B coincide cu D. Insi o portiune a acesteia poate fi orientabila.

Figura 10.11:

Procedeul folosit pentru orientarea suprafetei S gi de asociere acestei orientiri orientarea
domeniului A poate fi extins si la celelalte plane de coordonate.
Fie P,Q, R trei functii definite si continue pe un domeniu V C R3, domeniu ce contine
suprafata neteda gi orientata S. Avem
Ty X Ty

n=d4 +(ai + 85 + k),

|70 X 7ol B

unde «, § ¢ v reprezintd cosinusurile unghiurilor pe care le face normala la suprafata orientata
S cu axele de coordonate.

Definitia 10.4.4 Integrala de suprafatd a functiei F = Pi+ Qj + Rk sau integrala de suprafatd
de speta a doua se noteazd

// P(z,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdr + R(z,y, z)dzdy (10.12)
S
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st se defineste prin egalitatea

// P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dxdy =
S

(10.13)
~ [Py 210+ Qv 25 + Ry )do

Avand in vedere regula de calcul a integralei de suprafatd de speta intéi i faptul c&

— D(gvh)’ D(hvf)* D(fvg)_ 1
n= <D(u,v)Z D(u,v)] D(u,v)k> VEG — F?

obtinem
// P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y,2) = (10.14)
S

_ R D) D(h, f) D(f,g)
- i//S [P( Y )D(u, v) D(u,v) D(u,v)

cu semnul ” + 7 dacd domeniul D are aceeagi orientare cu domeniul A gi cu semnul ” —” daca
domeniul D are orientare inversi fatd de domeniul A.

dudv

+Q(z,y, 2) + R(z,y, z)

Observatia 10.4.1 1. Dacia V(z,y,2) = O(x,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(x,y,2)k, (2,y,2) €
V C R3, iar domeniul V contine suprafata S, atunci integrala de suprafatd de speta a doua
se poale scrie ca

// P(z,y, 2)dydz + Q(x,y, 2)dzdx + R(z,y, z)dxdy =
S

_//S(F,ﬁ)da_//D(V,fu,m)dudv, (10.15)

unde produsul mizt este

P Q R
= = — _ / / !/
(O, TuyTw) = | 0, Yo, 2,

/ / /

x’U y'U ZU

2. Daca suprafata S este neteda pe portiuni, S = Jg_; Sk, unde Sy sunt suprafete netede
k =1,n, atunci integrala de suprafatd (10.12) se calculeazd prin

// P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dxdy =
S

= // P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dxdy.
k=175

8. Presupunem ci V(z,y,2) = P(z,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y,2)k, (x,y,2) € V C R? este
cdmpul vectorial al vitezelor particulelor de fluid ale unui fluid in miscare avdind masa
specifica egald cu unitatea. Cantitatea de fluid care trece prin elementul de suprafafd do al
suprafetei orientate S C V in unitatea de timp este produsul (V,n)do gi se numeste fluzul
elementar al campului de viteze V' prin elementul do. Integrala de suprafatd //(V,n)da

_ S
reprezintd fluzul total al campului de viteze V' prin suprafata orientatd S.



222 10. Integrale de suprafatd

Exemplu 10.4.1 1. Sa se calculeze integrala de speta a doua I = // xdydz + ydxdz + zdzdy,
S

unde S este fata exterioard a sferei o(z,y,2) = 2% +y> + 22 —a® = 0.
Versorul normalei n al fetei exterioare este n = % = <% % %) . Cu ajutorul formules

(10.13) integrala I devine

2 2 2
I://Wdaza//daz47ra3.
S a S

2. Sd se calculeze integrala de spefa o doua I = // (y—2)dydz+ (z — x)dxdz + (x — y)dzdy,
S

unde S este fata exterioard inchisd a conului z = \/W, 0<z2<h. zA
S = 51U Sy, unde S1 este sectiunea suprafetei S cu planul z = h, m
tar Se este fata laterald a conului; I = 11 + Iz, unde I} = g (y — %

1 _
2)dydz + (z — x)dxdz + (x — y)dzdy, iar Iy = // (y — 2)dydx + "
(z — x)dzdz + (z — y)dzdy. > /0 g

Versorul normalei ny al fetei exterioare a suprafefer S1 este ny =
(0,0,1). Conform relatiei (10.13) Iy devine I; = //S (r —y)do = 7 Figura 10.12:
2

//D( y)dzdy, unde D = pr,o,S1, D : 2> +y* < h?.

27 h
I :/ </ r2(cost—sint)dr> dt =0, unde x = rcost, y =rsint, r € [0,h],t € [0, 27].
0 0

Versorul normalei no al fetei exterioare a suprafeter So este ng = _%7 unde
o(r,y,2) = z — \/xQ—i—yQ = 0, iar unghiul pe care Ny 1l face cu ara Oz este obtuz; Ny =

\Lf < Z ) . Conform relatiei (10.13) Iz devine

Va? +y? e
w = [P e ff e
= 2//D(y—gc)dgcdy:2/027r </Ohr2(sint—cost)dr) dt = 0.

Asadar I = 0.

10.5 Formula lui Stokes

Legdtura dintre integrala curbilinie in spatiu gi integrala de suprafatd este stabilitd prin
formula lui Stokes, care constituie generalizarea formulei lui Green.
Fie S o suprafatd orientatd, netedi si simpld datd prin reprezentarea vectoriald

F(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k, (u,v) €D,

unde D este un domeniu compact ce are arie, iar f,g,h € C?(D). Fie C curba ce margineste
suprafata S, curba inchisi si netedd. Pe curba C' se defineste o orientare compatibila cu orientarea
pe suprafata S, in sensul ci se alege fata suprafetei S astfel ca un observator situat pe aceasti
fatd si vadd conturul C' parcurs in sens direct.
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Teorema 10.5.1 Fie suprafata S si curba C care satisfac conditiile de mai sus. Dacd P,Q si R
sunt trei functii definite si de clasa C*(V), unde domeniul V. C R3 contine suprafata S, atunci
are loc egalitatea

fP:ry, Ydx 4+ Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2 dz_// Q") dydz +
+ (P, — R,)dzdx + (Q!, — P;)dzdy
numitd formula integrald a lui Stokes.

DEMONSTRATIE: Fie I' curba ce margineste domeniul D.
[ Payade = [ PU0) g0 0). o)) (Fodu + fide) =
C r

- Aﬂﬂmmm%mewmww+
+ P(f(u, U),g(u,v),h(u,v))f;du (10.16)

Aplicdm formula lui Green membrului drept al egalitatii (10.16)

/CP(:U,y,z)dx://D [i(Pf;)—;v(Pf;) dudv (10.17)

0
(PFi) = 55 (Pf) = Pofufo+ Pygufo+ P fi + Pfou = Pofofu =

Avem

0

u
_P?;g;fq;_Plh/f _Pf// _Pl(hlf _h/f)
— Py(fudy — 9ufs) = P.B — P,C (10.18)
Cu relatia (10.18), (10.17) devine
/ P(x,y,z)dx = // (P.B — P,C)dudv = / Pldzdx — P,dxdy (10.19)
C D S

Anlog obtinem incid doui relatii §i anume
[ @2y = [ @uasdy - QLaya: (10.20)
C S
/ R(z,y,z)dz = // R, dydz — R dzdx (10.21)
C S
Adunand egalitatile (10.19), (10.20) si (10.21) obtinem
/ Pdx + Qdy + Rdz = // )dydz + (P, — R,)dzdz + (Q,, — P,)dzdy (10.22)

Observatia 10.5.1 1. Formula lui Green rezultd din formula integrald a lut Stokes daca C
si S CR2, adici z =0 si dz = 0. Atunci inlocuind in (10.22) dz =0 avem

/P:Uydx—i—medy—// P'dxdy
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2. Daca o, 3,7 sunt cosinusurile directoare ale normalei 0 la suprafata orientatd S formula
(10.22) devine

/ Pdz + Qdy + Rdz = // Ja+ (P, — R,)B + (Q — P,)v] do.

Exemplu 10.5.1 Cu ajutorul formulei lui Stokes sd se calculeze urmdtoarea integrald curbilinie
xr =acos’t

I = ﬁydw + zdy + xdz, unde curba C este datd prin C : Y= \/§sm 2t Se observd cd
2z = asin®t

C:x+2z=asix>+y>+2%2=d? si luam suprafata S ca fiind portiunea din planul x + 2z = a

decupatd de cercul 2 + y*> + 2% = a? si versorul normalei la S 1 = ( 1 0, 1 )
V2 V2

Conform formulei (10.22) integrala I devine

- V2do = —2 // dxdy = —ia2,
/S D \/§

unde D = pryo, intC, D : 222 + y? — 2az < 0.



Capitolul 11

Integrala tripla

11.1 Multimi din spatiu masurabile Jordan

Se numeste poliedru o figurd marginitd de fete plane. Masura multimii de puncte interioare
unei suprafete poliedrale S este volumul poliedrului marginit de S.

Clasa poliedrelor este un clan. Fiecdrui poliedru P € P i se atageazd un numir real pozitiv
v(P), volumul sau.

Functia reald v : P — R are urmitoarele proprietiti:

1. v(P)>0,VPeP

Do
=1

(

(PUQ) =v(P)+v(Q), dacd PNQ = 0;
. v(@Q — P)=v(Q) —v(P), daca P C Q;

(

(

w

IS
4

P) <v(Q), daca P C Q;
5. v(PUQ) <v(P)+v(Q).

Fie A o multime marginita din R3. Existd intotdeauna doud poliedre P si @ numite poliedru
interior, respectiv exterior astfel incat P C A C Q. Oricare ar fi poliedrul interior P gi poliedrul
exterior @) avem v(P) < v(Q).

Notam v;(A) = suppc 4 v(P) st ve(A) = infacq v(Q).

Numerele v;(A) si ve(A) se numesc volumul interior, respectiv volumul exterior in sensul

Jordan al lui A gi avem v(P) < v;(4) < ve(4) <v(Q),V P si Q astfel incat P C A C Q.

Definitia 11.1.1 Vom spune cd multimea mdrginita din R® are volum sau este masurabild Jor-
dan dacd v;(A) = ve(A). Dacd multimea A are volum, atunci valoarea comund a volumului inte-
rior si a celui exterior se numeste volumul multimii A si se noteazd v(A), v(A) = v;(A) = ve(A).

Observatia 11.1.1 Dacd multimea A este mdasurabila in sens Jordan, atunci ¥V P,Q € P P C
A C Q avem v(P) <v(A) <v(Q), deci v(A) > 0.

Criterii de masurabilitate

Teorema 11.1.1 O multime A din spativ are volum dacd si numai dacd pentru orice € > 0
existd un poliedru interior P. C A si un poliedru exterior A C Q. astfel ca v(Q:) —v(P:) < €.

225



226 11. Integrala tripld

Teorema 11.1.2 O multime A din spativ are volum dacd $i numai dacd existd un sir de poliedre
interioare (Py,) si unul de poliedre exterioare (Qy) astfel incat sirurile volumelor (v(Py)), respectiv
(v(Q)n)) au aceeasi limitd,

lim v(P,) = lim v(Qy) = v(A).

n—oo n—oo

Demonstratiile teoremelor 11.1.1 si 11.1.2 sunt similare cu cele ale teoremelor 9.1.1 gi 9.1.2.

11.2 Integrala tripla

Integrala tripla este o extindere a integralei Riemann la un domeniu compact V' C R? marginit
de o suprafatd neteda pe portiuni.
Fie functia f definitd si marginitd pe domeniul compact V, V' C [a,b] X [¢,d] x [e,g] = I.
Consideram
d:a=xg<a1 < --<xp=0">
S:c=yo<y1<-<Ym=d (11.1)
re=2<z<--<z =g

diviziuni ale intervalelor [a, b], ¢, d], respectiv [e, g].

Planele duse prin punctele diviziunilor 6, 8, 6* paralele cu planele z 5
yOz, z0x, respectiv Oy impart paralelipipedul I in mng paralelip- 1
ipede notate ;5 = (4, it1] ¥ [Yj, Yj+1] X [2k, 2k41), i = 0,n — 1, j = @
0,m—1,k = 0,¢—1. Notdam D = {01 | dijjx C V sau d;; are
puncte atat din V cat si din [ —V, i = O,n—1, j = 0,m —1, [
k=0,g 1. o y

Definitia 11.2.1 Se numeste diviziune a domeniului compact V
multima paralelipipedelor 651, din D. Dupd o renumerotare vom nota Figura 11.1:

A = (01,02,...,0p) diviziune a lui V.
Numarul real pozitiv

v(A) = %L}(l(xi+l — T, Yj+1 — Yj, Zh+1 — 2) < max(v(9), v(68),v(6%))
1=0,n—
7=0,m—1
k=0,g—1

se numeste norma diviziunii A.

Fie diviziunile &', 8, 6* ale intervalelor [a, b], [¢, d] respeciv [e, g] si A’ diviziunea corespunzi-
toare a domeniului V. Daca &' D 6, 8’ D 8, 8 D §* atunci vom spune ci diviziunea A’ este mai
find decat A si vom nota A’ D A, iar

v(A") < max(v(8'), v(8), 1/((5*,)) < max(v(4),v(68), v(6))

Daca A gi A’ sunt diviziuni ale domeniului V si daca v(A’) < v(A) nu rezulta ci diviziunea A’
este mai fina decat A.

Fie A = (61,62,...,8,) o diviziune a domeniului compact V ~C R3. Notam
($,y72)€5k (x,y,z)e6k (m,y,z)GV

SUP (,y,2)eV f(x,y, 2), vp = volumul 0 si (&, Mk, Ck) € Ok, k= 1,p.
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Consideram sumele sa(f) = E_impvg, Sa(f) = YR Mpup st ooa(f) =
Zizl f(&ks Mk, G ) v numite suma Darboux inferioard, superioard, respectiv suma Riemann.

In continuare dam cateva dintre proprietitile sumelor Darboux si Riemann, care se demon-
streaza in mod similar cu proprietatile sumelor Darboux si Riemann de la integrala dubla.

1. mv < sa(f) < SA(f) < Mv, unde prin v am notat volumul domeniului V', A € A*.

2. sa(f) =infoa(f, &k, Ck), SA(Sf) = sup aa(f, &k, Mk, Ck)s (Eks ks Cr) € Ok
3. Daca A, A’ € A*, A’ 5 A atunci sa(f) < sar(f) < Sar(f) < Sa(f).
4. Pentru orice A, A" € A* avem sa(f) < Sar(f).

5. Dacd A € A*, atunci supacax Sa(f) < infaca- Sa(f), si multimea (sa(f))aca+ este
marginitd superior, iar multimea (SA(f))aca= este marginitd inferior.

6. sa(f) <oalf, & e, C) < Sa(f), VA € A* gi pentru orice punct (§x, Mk, (k) € Ok

Definitia 11.2.2 Fie f o functie definitd si mdrginitd pe un domeniu compact V- C R3. Functia f
este integrabild Riemann pe V dacd exista un numdr real I cu proprietatea ca¥Ve >0, 3d(g) >0
asa incdt VA € A* cu v(A) < d(e) si pentru orice alegere a punctelor intermediare (§x, Nk, k) €
O, sd avem

loa(f, ks ks G) — 1] < e,

Numdarul real I se numeste integrala functier f pe domeniul V' sau integrala tripld a functiei f si

se noteaza I = /// f(z,y, z)dzdydz.
\%4

Definitia 11.2.3 Fie f o functie definitd si mdarginitd pe un domeniu compact V. C R3. Functia
f este integrabild Riemann pe V', dacd pentru orice sir de diviziuni (Ay), A, € A* cuv(A,) — 0
sirurile sumelor Darboux (sa, (f)) si (Sa, (f)) au limitd comund finitd.

Observatia 11.2.1 1. Dacd functia f este integrabild pe domeniul V, atunci I =
lim, o0 S, (f) = limp—00 Sa, (f).

2. Dacd functia [ este integrabild pe V si f(x,y,z) > 0, (z,y,2z) € V, atunci integrala 1
reprezintd masa unwi corp de volum V', neomogen si de densitate f(x,y,z).

3. Domeniul V' se numegte domeniu de integrare.

4. Ezxpresia drdydz se numeste elementul de volum in coordonate carteziene.

Definitia 11.2.4 Fie f o functie definitd si mdrginitd pe un domeniu compact V. C R3. Functia f
este integrabild Riemann pe V dacd pentru orice gir de diviziuni (Ay), A, € A* cu v(A,) — 0 g1
pentru orice alegere a punctelor intermediare (§]},m), () € 0f, sirurile Riemann corespunzatoare
(on, (f)) au limita comund finitd.
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11.3 Criterii de integrabilitate

Teorema 11.3.1 Criteriul lui Darbouz

Fie f o functie definitd si mdarginitd pe un domeniu compact V C R3. Functia f este integrabild
pe V dacd g1 numai dacd pentru ¥ € > 0, 3 () > 0 asa incat ¥V A € A* cu v(A) < d(e) sa
avem SA(f) — sa(f) < e.

Teorema 11.3.2 Orice functie f definitd si continud pe un domeniu compact V. C R3 este
integrabild pe V.

Teorema 11.3.3 Fie f o functie definitd si marginita pe un domeniu compact V. .C R3. Functia
f este integrabild pe D dacd st numai dacd multimea punctelor de discontinuitate ale lut f este

o suprafatd netedd pe porfiuni.

DEMONSTRATIE: vezi [10]
Teoremele 11.3.1 si 11.3.2 se demonstreaza la fel ca la integrala dubla.

Proprietati ale integralelor triple

Demonstratia urmatoarelor proprietati ale integralelor triple este similard cu cea a integralelor
simple.

1. Proprietatea de linearitate a integralei duble.

Daci functiile f si g sunt integrabile pe V C R3, atunci si functiile f & g sunt integrabile

pe V si
///V(f(:z:,y, 2) £ g(z,y, 2))dedydz = ///V f(z,y, z)dzdydz +
+ ///V 9(z,y, z)dzdyd:z.

Daci functia f este integrabild pe V ¢i A € R, atunci gi functia Af este integrabila pe V gi

///V M(z,y, z)dxdydz = )\///V f(z,y, z)dzdydz.

3. Proprietatea de aditivitate a integralei triple ca functie de domeniu.

2. Proprietatea de omogenitate a integralei triple.

Daca functia f este integrabild pe V, iar volumul V este neted pe portiuni, V = (J;_; Vi,
atunci functia f este integrabila pe Vi, k = 1,n si

///V f(z,y, z)dzdydz = é// v f(z,y, z)dxdydz.

4. Daca functia f este integrabild pe V si f(z,y,2) >0,V (x,y, 2) € V, atunci

///V f(,y, z)dzdydz = 0.
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5. Proprietatea de monotonie a integralei triple.

Daca functiile f si g sunt integrabile pe V si f(x,y,2) > g(z,y, 2), ¥V (z,y,2) € V, atunci

///Vf(x,y,z)dxdydzz///vg(x,y,z)dxdydz,

6. Dacd functia f este integrabila pe V, atunci si functia |f| este integrabild pe V si

‘///V f,y, 2)dwdydz| < ///V|f(l’ay,z)|dxdydz.

7. Formula de medie pentru integrala tripla.
Daca functia f este continud pe domeniul compact V', atunci exista un punct (§,7,{) € V

asa incat sd avem
J[[ 1@ 21wty = riencn.

unde v reprezintd volumul domeniului V.

8. Daca functia f este marginitad i integrabila pe V, m < f(z,y,2) < M, (z,y,z) € V, atunci
existd un numar p € [m, M| astfel incat si avem

J[[ #6e0.2yimai = o
). ///V drdydz = v.

11.4 Calculul integralei triple
1. S& presupunem cd domeniul V' este I = [a,b] X [¢,d] X [e, g].

Teorema 11.4.1 Dacd [ este o funclie definitd, mdrginitd si integrabild pe I asa incdt
g

YV (z,y) € D = [a,b] X [c,d] existd integrala F(z,y) = / f(z,y, z)dz, atunci existd si inte-

e

grala // F(x,y)dxdy si are loc egalitatea
D

///If(x,y, z)dzdydz = //D (/egf(a:,y, z)dz> dxdy

DEMONSTRATIE: Fie d,d,d* diviziuni ale intervalelor [a, b], [c, d], respectiv [e, g] date de (11.1)
$i 0ijk = (i, Tip1] } (Y5, Yj+1] X [2k, 2841)s 035 = (@i, Tia | X [y, 5], i =0,n — 1,5 =0,m — 1,k =
0,q — 1.

A= (0jp|i=0n—1,j=0,m—1,k=0,qg— 1) este o diviziune a lui I, iar A" = (d;;|i =
0,n—1,7 =0,m — 1) o diviziune a lui D. Notam

Mk = inf f(xa Y, Z)7 M’L]k = sup f(xa Y, Z) :
(wyyvz)eéi]’k (x,y,z)e&ijk
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Consideram suma Riemann a functiei F' corespunzatoare diviziunii A’ si punctelor intermediare

(&i,mj) € by

n—1m-—1
oar(F5&imy) =YY F(&n)(@ipr — ) (Wi — yj) =
i—0 j=0
n—1m-—1
= > Z </ 5“773',2)612) (@iv1 — @) (Yj+1 — y5) =
1=0 j=
n—1m—1q-1 Zha1
= / f(&my, 2)dz(zip1 — 2:) (Yje1 — Yj) (11.2)
i=0 j=0 k=0"%k

Aplicand functiei f(&;,n;, 2) formula de medie pentru integrala Riemann pe intervalul [zj, 2541,
rezulta existenta unui punct

mijr < fijk < Mij (11.3)

astfel ca

Zk+1
/ F(Emps 2)dz = pagn (st — 21)

2k

Cu aceasta (11.2) devine

n—1m—1q—1

onr(F, 51777] Z Z Zﬂzﬂc Tit+1 — xl)(y]-‘rl yj)(ZkJrl — 2k) (11.4)

i=0 j=0 k=0

Din (11.3) si (11.4) obtinem

n—1m-—1q¢—1
> Mijk(Tip1 — ) (Y41 — Y5) (21 — 26) < oar(F, 6, m;) <
=0 j=0 k=0
n—1m—1q—1
< Mijk(Tit1 — i) (Yj+1 — ¥5) (2o — 2k),
=0 j—=0 k=0

adicd sa(f) < oar(F,&,n;) < SA(f).

Fie (0,), (0n) si (0%) siruri de diviziuni ale intervalelor [a,b], [c,d], respectiv [e, g] iar (A,)
si (A!) sirurile corespunzitoare de diviziuni ale lui I respectiv D. Daca pentru (6,), (6,), (67)
normele v(8,) — 0, v(6,) — 0, v(5%) — 0, atunci si ¥(A,) — 0,v(A!) — 0 si avem

sa,(f) S oap (F) < Sa,(f)- (11.5)

Trecénd la limita in (11.5) si avand in vedere faptul ca f este integrabila pe I, rezulta

lim s, (f) = lim Sa,(f) = lim oar (F)

n—oo n—o0o n—oo

ceea ce inseamna ca functia F' este integrabila pe D si in plus

// Vf(x,y,z)dxdydz = //D F(z,y)dxdy = //D </egf(:n,y,z)dz) dxdy (11.6)
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Observatia 11.4.1 1. Egalitatea (11.6) se mai poate scrie gi sub forma

///V F(x,y,2)dzdydz = /ab </Cd (/eg f(m,y,z)dZ) dy> dx (11.7)

st sub incd alte 5 forme permutdnd ordinea de integrare.

2. Daca functia f este continud pe I, atunci are loc egalitatea (11.6).

Exemplu 11.4.1 1. Sd se calculeze integrala 1 = /// (x + y + 2)dzdydz, unde V este
v
0<z<1,1<y<2 0<z<1. Conform formulei (11.7) se obtine

[ o= /1 </2 </1(:L‘+y+z)dz>dy>dx:

2. Sd presupunem ca V= D X [e,g] este un cilindru,
unde D C R? este un domeniu compact mdrginit 7
de curba C netedd pe portiuni gi V. C I = [a,b] X
[e,d] x [e,g]. Avem D = Preoy Vs D’ = pryoyl. L7
Definim functia f @ I — R prin f(x,y,z) = AU

fwy,2)  (vy,2) eV a >
{ 0 , (r,y,2) el -V a y

Functia f este integrabild pe I (frontiera fiecarui b /@/B

domeniu din I —V este de volum nul) si /

//If(a:,y,z)dxdydz = //Vf(x,y,z)dg;dydz Figura 11.2:
//If(x,%z)dxdydz = // </g f(az,y,z)dz) dady =
- //D </€g f(%y,Z)dz) dady
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3. Fie domeniul compact V C R mdrginit de suprafata
S neteda pe portiuni. Presupunem cd orice paraleld
la aza Oz taie suprafata S in doud puncte si dome-
niul V' este cuprins intre planele paralele z = e g1 z =
g (e < g). Consideram cilindrul proiectant al volu-
mului V' pe planul xOy cu generatoarele paralele cu
aza Oz 1 D = pryo,V, C curba ce margineste dome-
niul plan D. Acest cilindru este tangent suprafetei S

dupd curba T, curbd ce imparte suprafata S in doud
suprafete, una de ecuatie z = YP1(z,y), (x,y) € D,
iar o doua de ecuatie z = Vo(x,y), (z,y) € D. Dacd
pentru un domeniu compact V' se verificd cele prezen-
tate anterior vom numsi acest domeniu simplu in ra-

port cu Oz. Figura 11.3:
Teorema 11.4.2 Fie f o functie definitd, marginita si integrabild pe domeniul compact V C R?
7112(%9)
simplu in raport cu Oz. Dacd existd integrala F(z,y) = / f(z,y,2)dz, ¥V (z,y) € D, atunci
1(CE,y

existd si integrala // F(z,y)dzdy si are loc egalitatea

// flz,y, 2 d:zdydz—// </wl(xj) 2 y7z)dz) dady . (11.8)

DEMONSTRATIE: Fie domeniul D C [a,b] x [c,d] si V' = D x [e, g]. Definim functia f : I — R

prin f(z,y,2) = { f(x,oy, 2 E?Z z; 2 5, Vo Functia f este integrabila pe V' (frontiera

fiecarui domeniu din V' — V este de volum nul). Atunci avem

// f(z,y, 2)drdydz = // f(z,y, 2)dvdydz +
V/
/// f(z,y, 2)drdydz = // f(z,y, z)dxdydz .

2 (Izy)

B P1(z,y) _
/gf(x,y,z)dz = / ! flz,y, 2z )dz+/ f(z,y,2)dz +

Y1(z,y)

g a( 7y)
YR
Y2 (z,y) 1 (z,y)

Acum putem aplica 2 pentru functia f si domeniul V'

// » f(z,y, 2)dvdydz = // (/g f(:c,y,z)dz) dxdy =
- // (/%Iy x y,z)dz> dzdy,

,y)
// f(z,y, z)dxdydz = // </ f(z y,z)dz> dxdy .
1 (z,y)

Intrucat

deci
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Observatia 11.4.2 1. Teoreme asemandtoare se obfin dacd domeniul V este simplu in raport
cu Oz sau cu Oy.

2. Daca domeniul V' nu este simplu in raport cu azele de coordonate, atunci prin plane paralele
la planele de coordonate impdrtim domeniul V' intr-un numdr finit de domenii simple, in
raport cu una dintre azele de coordonate, Vi, V = J;_, Vi. Atunci

///fxy dxdydz_Z// Flx,y, 2)dzdydz.

3. Daca functia f este continud pe domeniul simplu V' (in raport cu una din azele de coordo-
nate) atunci are loc egalitatea 11.8.

Exemplu 11.4.2 1. 5d se calculeze integrala I = /// zdxdydz, unde domeniul V este
\%

2
semielipsoidul 'V + %2 + ’L —1<0, 22> 0. Domeniul V' este cuprins intre planele

2
z=0s12=c, tar Sectzunea cu planul z =ct. este elipsa D : L + Y <1.
@(1-%) ¥(1-3)

:/(]C<//Dzdxdy>dz _ /Ocﬁzab<1—i§>dz:

b 22 2AN\C wabc?
= a —_—— — =
"\2 T )|, 4

Atunci

2. Sa se calculeze integrala tripld I = /// (2% + y?)dxdydz, unde
|4

Vo:a?24+9y? <22 0 <z < 2. Sectiunea domeniului V. cu planul z =ct. este discul
D : 2% +y? < 2z2. Atunci

2 2 2 397
= / <// (% + y2)da:dy> dz :/ 2z // drdy = / Arzldz = ==,
0 D 0 D 0 3

11.5 Formula lui Gauss - Ostrogradsky

Fie V C R3 un domeniu compact marginit de suprafata S, simpla, inchisi si netedi pe
portiuni. Presupunem ci domeniul V este descompus intr-un numaér finit de domenii simple in
raport cu axele de coordonate, in particular cu Oz.

Teorema 11.5.1 Fie P,Q, R trei functit definite si continue pe V, cu derivatele partiale
Pl ;,R’Z continue pe V. Atunci, pentru fata exterioard a suprafetei S, are loc egalitatea

// P(z,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(z,y, z)dzdy =
/// (,9,2) + Qy(x,y,2) + R.(2,y, 2)| dedydz (11.9)

numita formula integrald a lui Gauss (1777 - 1855) - Ostrogradsky (1801 - 1861).
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DEMONSTRATIE: Intrucat domeniul V este simplu in raport cu Oz, cilindrul proiectant al
domeniului V' pe planul zOy cu generatoarele paralele cu axa Oz este tangent suprafetei S dupi
curba T', curba ce imparte suprafata S in doud suprafete S; gi Sy de ecuatii 21 = ¥1(x,y),
respectiv 22 = Y2(7,y), (z,y) € D = pryo,V.

Conform relatiei (11.8) avem

o (z,y)
4 1 (z,y)
¥2(z,y)
D

dzxdy = (11.10)
= //D[R(%%%(l’vy)) - R(x,y,wl(:e,y))}dxdy

P1(z,y)
[[ B vatw oty = [[ Reo.g.2)dody (11.11)
D So

—//D R(z,y,11(z,y))dxdy = //51 R(z,y, z)dzdy, (11.12)

unde pentru S2 s-a luat fata superioari care coincide cu fata exterioari a suprafetei S, iar pentru
S1 s-a luat fata inferioard care coincide cu fata exterioard a suprafetei S.
Din egalitatile (11.10), (11.11) si (11.12) se obtine

// R'Z(x,y,z)dmdydz:/ R(z,y, z)dxdy, (11.13)
%4 S

integrala de suprafati fiind luati pe fata exterioari a suprafetei S. Considerand acum domeniul
V simplu in raport cu Oz, respectiv Oy, in mod analog se obtin egalititile:

// P;(x,y,z)dzvdydz:/ P(x,y, z)dydz (11.14)

Dar

si

// Q (z,y,z)dzdydz —/ Q(z,y, z)dydx (11.15)
Adunand egalitatile (11.14), (11.15), (11.16) rezultd egalitatea (11.9).

Teorema 11.5.2 Fie P, Q,R trei functii definite si continue pe V cu derivatele partiale
Pl ;, R, continue pe V. Atunci, pentru fata interioard a suprafetei S are loc egalitatea

// P(z,y, z)dydz + Q(z,y, z)dzdx + R(z,y, z)dzdy =
S

_ ///V[Pé(x,y, z) + Qy(x,y,2) + R.(x,y, 2)]dxdydz.

Observatia 11.5.1 1. Teorema 11.5.1 poate fi reformulatd astfel:

Fie F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(azy,z)iqL R(z,y, 2)k un cimp vectorial de clasi C* pe
domeniul compact V. Atunci fluzul lui F prin suprafata inchisd S este egal cu integrala
divergentei lui F' pe domeniul V, adicd

// e = [ [ aivPasaya (11.16)

(formula fluz-divergenta).
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2. Formula fluz-divergentd se foloseste la calculul integralelor de suprafatd de speta a doua,
dacd suprafata este inchisd.

3. Dacd F este un camp scalar de clasi C' pe domeniul compact V , atunci egalitatea (11.16)
devine
// Fndo = /// grad Fdxdydz
S \%

4. Dacd F = w x a, unde a este un vector arbitrar, atunci divF = (a, rotw) si egalitatea
(11.16) devine
// (n x w)do = /// rotwdxdydz
S \%

5. Dacd in formula (11.9) consideram P(x,y,z) =0, Q(z,y,2) =0 si P(x,y, z) = z obtinem
v = [[4 zdxdy, unde v este volumul domeniului V.

(formula gradientului).

(formula rotorului).

Exemplu 11.5.1 Cu ajutorul formuletr Gauss - Ostrogradski sd se calculeze integrala de

suprafatd I = // w3dydz + 2*ydzde + x2zdedy, S fiund fata exterioard o suprafetei inchise
S
a cilindrului 22 +y? = a?, 0 < z < b. Domeniul V marginit de suprafata S este V : 2% +y* < a?,

0 <z <b. Conform formulei (11.9) se obtine

b
I = /// Satdadydz = 5/ <// J;dedy> dz =
\% 0 r24y2<a?
b a 27 b a . 3b
5/ (/ (/ 7“3cosztdt) dr) dz:5/ (/ 7T7“3d7”) dz = bma .
o \Jo \Jo o \Jo 4

11.6 Schimbarea de variabila la integrala tripla

Consideram in spatiul Ozyz domeniul compact V mirginit de suprafata S netedd pe portiuni,
iar in spatiul OQuvw domeniul compact V' marginit de suprafata S’ netedd pe portiuni. Fie
transformarea regulatd a domeniului V' in V data de

€r = f(u7 /U’ w)
y=glwv,w)  (wo,w) eV (11.17)
z = h(u,v,w)

cu f,g,h avand derivate partiale mixte de ordinul al doilea functii continue pe V.
Daca se ia in domeniul V' o suprafatd neteda pe portiuni datd de reprezentarea

u=u(s,t), v=uw(st), w=uw(st), (s,t)€D

atunci (11.17) transforma aceasta suprafati intr-o suprafatd neteda pe portiuni din domeniul V'
avand ecuatiile
x = f(u(s,t),v(s,t
y = g(u(s,t),v(s,t),w(s,t)) , (s,t)€D.
z = h(u(s,t

~—
I~
—~
~—
—
»
~
~—
~—
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D(f,9,h)

Teorema 11.6.1 Dacd determinantul funciional , (u,v,w) € D', este pozitiv, respec-
D(u,v,w)

tiv negativ, atunci suprafetele S si S' au aceeasi omentare respectiv au orientdri inverse §i existd
un punct (ug, v, wp) € V' astfel incat

| D(f,9,h)

/
- 'D(u,v,w) (UO,UO,UJ(]) v

DEMONSTRATIE: Volumul domeniului compact V' exprimat cu ajutorul integralei de
suprafatd pe fata exterioard a suprafetei S este

o= [[ sty = [ DD g w19

Integrala se ia cu semnul ” +” dacd domeniul D are aceeagi orientare cu suprafata S gi cu semnul
7 — 7 dacd domeniul D are orientare inversi fatd de suprafata S. Dar

D(z,y) _ D(f,g) D(w,v) | D(f,9) D(v,w) D(f,g) D(w,u)
D(s,t)  D(u,v) D s,t) D(v,w) D(s,t)  D(w,u) D(s,t)

/\

@/-\

in relatia (11.18) se obtine

Inlocuind expresia determinantului D((:g, Zt/))
D(u,v) f,9) D(v,w)  D(f,g) D(w,u) o
D(s,t) ( w) D(s,t) = D(w,u) D(s,t) } dsdt =
dudv

o= =[] [
D(f 9) (f,9)

_ // [ (u:g) + 50 w)dd +D(w’u)dwdu] (11.19)

Cu ajutorul formulei Gauss - Ostrogradski aplicatd pentru integrala din membrul drept al egal-
itatii (11.19) avem

A REYE T REYT 2 e

o ( D9\, 9 ( D9 0 (_D(f,9)\ _ 9h D(f,9)
ow <ZD(U,U)> + ou <ZD(u,w)> + o (ZD(w,u)) - Ow D(u,v) +
, OhDfg) Ok D(fg) [ 9 D(f,9) 9 Difg) & D(f,g)} _
Ou D(v,w)  0v D(w,u) Ow D(u,v)  OuD(v,w) 0OvD(w,u)
D(f.g.h) 0*f 9g Of 9*9  *f 9g Oof g I f 9g
D(u,v,w) - [8u8w8v Oudvdw  dvdw du  Av Audw * 8@8u%+
Of &g _ 9*f 99 Of &%  O°f 99  Of &% _
Ov owdu  Owludv Owdvdu  Owdvdu  Jw Judv
f 99 Of d% } _ D(f,9,h)

oudv dw  dudwdv|  D(u,v,w)

Inlocuind relatia obtinuta in (11.20) ajungem la formula

o= J L vt = 11|

Aplicand formula de medie ultimei relatii, rezulta existenta unui punct (ug, v, wg) € V' astfel

incat
_ | D{f:9,h)
D(u,v,w)

D(f,g,h)

uvw

dudvdw .

(w0, vo, wo)| v
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Teorema 11.6.2 Fie domeniile compacte V' si V' in corespondentd prin transformarea requlatd
(11.17). Daca F este o functie continud pe domeniul V', atunci are loc urmdatoarea egalitate

///v F(@,y, z)dadydz /// (u, v,w), g(u,v,w), h(u, v,w))

D)f,g,h)

numitd formula schimbdarii de variabild la integrala tripld.

DEMONSTRATIE: Consideram A" = (s}, sy,...,s,) o diviziune a domeniului V’. Prin trans-
formarea (11.17) acestel diviziuni ii corespunde diviziunea A = (s1,s2,...,5,) a domeniului

V. Dacé v(sy),v(s;) sunt volumele paralelipipedelor sg, respectiv s),k = 1,p, atunci conform
teoremei 11.6.1 existd punctele (ug, v, wy) € s}, astfel incat si avem

D(f,g,h)

v(sg) = 'D(u,v,w) (uk, Uiy w ) [ V(s,)-

Fie 2, = f(ug,vp, wi), yp = g(ug, vi, wi), 2x = h(ug,vp, wi), k = 1,p, (ug,vp, wp) € 8,
(Tk, Yk, 2k) € Sk. Atunci

p
OA(F: (2, Yk 20)) = D F (i, Yk, 20)0(s5) =
k=1

D(f,g,h)

Doy 000 1

p
= ZF(f(Uk,Uk,Mk),Q(Uk,Uk,wk),h(Uk,Uk,wk)
k=1

D(f,g,h)
= | F h) | =" ] -
OA < (fvg7 ) ‘D('LL,’U,’U})
Daca (Al) este un gir de diviziuni ale domeniului V' cu v(A!)) — 0, atunci girul corespunzitor
de diviziuni ale domeniului V, prin transformarea (11.17), (A,), are v(A,) — 0. Avem

o) =0 (<00 15 )

si trecand la limita rezulta

///VF(x,y,z)dxdydx = ///‘/,F(f(u,v,w)’g(uw,w)’h(uw’w))

D(f,9.h) dudvdw
D(u,v) '

Exemplu 11.6.1 1. Pentru calculul inlegralei I = /// (2% + 32 + 2%)daxdydz, unde V :
\%4
22 4+y% + 22 < a? folosim coordonatele sferice x = 1 cos @ cos p, y = rsinf cos p, z = rsin ,

0<r<a,0<6<2m, —% <p< %; M =12 cos . Cu ajutorul formulei (11.21)

a 27 3 70
1= / / / rtcosodyp | df | dr = 4 —
o \Jo _x 5

2

se obtine
' dwa®

v b
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2. Pentru calculul integralei = /// (2% 4 y*)dzdydz, unde V : 2> +y> — 22 < 0, y > 0,
1%

0 < z <1 folosim coordonatele cilindrice: © = rcosf, y = rsinf, z = z,0 € [0,7],

r €10,2sin6], z € [0, 1]; IM = r. Cu ajutorul formulei (11.21) se obtine

T 2sin @ 1 7rr4
I = / (/ (/ r3dz>dr)d0:/
0 0 0 0 4

= 4/ sin4¢9d9:3—7r.
0 2

2sin 6
df =

0

11.7 Aplicatii ale integralelor triple

1. Volumul corpurilor
Volumul v al unui domeniu compact V' C R? (care are volum) este

v= ///V dzxdydz (11.22)

Masa unui corp material care ocupa domeniul compact V' C R? si are densitatea p(z,y,2) cu

p functie continui este
m = /// p(z,y, z)dzdydz (11.23)
\%

3. Coordonatele centrului de greutate xg, yg, 2¢ al unui corp material care ocupd domeniul
compact V C R3 si cu densitatea p(z,y, 2) sunt:

1
TG = /// xp(x,y, z)drdydz
m 1%
1
Yo = /// yp(z,y, z)drdydz (11.24)
m 1%
1
zg = /// zp(x,y, z)dzdydz .
m 1%
Daca corpul material este omogen, atunci coordonatele centrului de greutate sunt
1
TG = /// rdrdydz
v 1%
1
Yo = /// ydxdydz
v 1%
1
zg = /// zdxdydz .
v 1%

2 2
Exemplu 11.7.1 Sd se determine coordonatele centrului de greutate al corpului V : % + %2

2. Masa corpurilor

+

2
'z—Q <1, z > 0 cu densitatea de masda p(x,y,z) = 1.

v = /// dxdydz = 27‘(‘(1()0'
v 3
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Pentru calculul integralelor /// xdwdydz,/// ydxdydz folosim coordonatele sferice x =
\% |4

arcosfcosp, y = brsinfcosp, z = crsing, r € [0,1], 8 € [0,27], ¢ € [O’ %} ; M -

abcer? cos . Atunci /// rdxdydz = 0,/// ydxdydz = 0. Din exemplul 11.4.2 avem
1% 1%

2
/// zdxdydz = mabe .
v 4

4. Fie K un corp material care ocupa domeniul compact V' C R si are densitatea p(z,y, 2).
Momentul de inertie ale lui K fata de originea axelor este

I= /// p(z,y, 2) (2% + y? + 2%)dedydz.
1%

Momentele de inertie ale lui K fatd de axele de coordonate Ox, Oy si Oz sunt

for = [[[ 6+ ot 2)dwdyiz
1%

Ioy, = ///(:c2+22)p(:c,y,z)dxdydz
1%

fo- = [[[ @+ Pty 2)dwdydz.
1%

Momentele de inertie ale lui k fata de planele de coordonate Oyz, Ozx gi Oxy sunt

loy. = /// 22p(x,y, 2)dzdydz
14

IOzz = /// y2p(x,y,z)dxdydz
1%

T _ 2

Ozy = /// z°p(x,y, z)dxdydz .
v

5. Fie un punct material P(xo,yo,20) de masa m gi un corp material care ocupa domeniul
compact V C R3 si are densitatea p(z,y, z). Proiectiile pe axele de coordonate ale fortei F' cu
care punctul P este atras de corpul material sunt

F, = )\m/// p(x’ig’z)(x—xo)dazdydz
Vv T
x,Y, 2
F, = /\m///v p(rg)(y—yo)dwdydz
F, = )\m/// p(x;g’z)(z—zo)dxdydz,
v

unde A\ =const., iar 72 = (x — 20)?> + (y — y0)* + (2 — 20)?, (v, 9,2) € V.

Exemplu 11.7.2 Sd se calculeze momentul de inerfie in raport cu originea, pentru porfiunea
de sfera (V) : 2?2+ y?> +22 <a?,2 >0,y >0,z > 0, densitatea de masd fiind p(x,y,z) = z.
Momentul de inerfie in raport cu originea este

Iy = /// (2% + % + 22)p(x, y, 2)drdydz = /// (2% + % + 2°)zdzdydz.
% \%4
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Folosind coordonatele sferice, domeniul V' se transformd in domeniul
Vi0<r<a,0<0<5,0<¢p<7, deci

z a 6
Ioz/ /2 (/ r5singocosg0dr) dp | df = T
0 o \Jo 24

INIE]



Capitolul 12

Sern Fourier

12.1 Seri1 Fourier

Bazele teoriei seriilor trigonometrice au fost puse de catre matematicianul J. de Fourier
(1768 -1830). Seriile trigonometrice sunt de mare importantd pentru matematica, fizica, ele
folosindu-se la cercetarea miscarilor periodice in acusticd, electrodinamica, opticd, termodinam-
icd, in radiotehnicd, in mecanica undelor. Cu ajutorul seriilor Fourier pot fi rezolvate probleme
de comportare a frecventelor si propagarea impulsului. De asemenea seriile trigonometrice se
folosesc si in prognoza mareelor.

Ideea care std la baza acestor serii este reprezentarea functiilor periodice prin serii de functii
periodice trigonometrice.

Definitia 12.1.1 Seria de functii %—anﬂ(an cos nx+by, sinnz), unde ap, b, € R,n > 0,m >
1 se numeste serie trigonometricd cu coeficienti an., by, .

Daci sp(z) = @ + 37 (ag coskx + by sinkx), n > 1, sunt sumele partiale ale unei astfel
de serii, atunci ele se numesc polinoame trigonometrice de ordin n.

Observatia 12.1.1 Seriile trigonometrice fiind serii de functii de perioadd principald 27, este
suficient de studiat comportarea acestora pe un interval de lungime 2.

Teorema 12.1.1 Fie a
?0 + ;(an cos nx + by, sinnx) (12.1)
n>

0 serie trigonometricd convergentd pe intervalul [—m, | si f(x) suma acestei serii. Atunci:
1. Funclia f : R — R este periodicd, de perioadd principald 2.

2. Daca seria trigonometrica (12.1) este uniform convergentd pe |[—m, 7|, atunci functia f este
continud pe [—m, |, iar coeficientii serie (12.1) sunt dati de formulele

1 ™

an = — f(z)cosnzdr, mn>0 (12.2)
™ —T
1 [ )

by = — f(z)sinnzdx, n>1 (12.3)
™ —T

numite formulele lui Euler - Fourier.

241
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DEMONSTRATIE: 1. Fie so = %, sn(z) = > p_;(ag coskx + by sinkzx), n > 1 girul sumelor
partiale asociat seriei (12.1). Avem s, — f, i cum s,,n > 1, sunt functii periodice de perioada
2w, rezulta cd ¢ f are aceeagi proprietate.

2. Intrucat s, ve f, 1ar s, sunt functii continue rezulta ci ¢i f este continui.

Deoarece o serie de functii uniform convergenta se poate integra termen cu termen, integrand
seria (12.1) obtinem:

f(x)dx = % dx + Z <an / cos nzdr + bn/ sin nxdm)

o n>1 -

™ 1 ™
f(z)dx = may, ap = — f(z)dz.
- T ) _x

Inmultind relatia f(z) = % +2 _p>1(an cosnz+b, sinnx) cu functiile marginite cos mx, respectiv
sinmz, convergenta uniformé si continuitatea factorilor pe intervalul [—m, 7] se pistreazi si
putem integra termen cu termen.

a :
f(x) cosma = 50 cos mz + Z(an cos nx cos mx + by, sin nx cos mz),
n>1

s ™ s
f(z) cosmadr = % / cos mxdx + Z [an / cos nx cos mrdr+
—Tr —T

n>1 -

™
+ b, / sin nx cos mazda:}

—T

/ f(z) cosmxdx = wa,, de unde obtinem (12.2).

—T

. ao . . . .
f(z)sinma = ~ sinmz + E (ay, cos nx sin max + by, sin nx sin ma),
n>1

f(z)sinmedr = % / sin mxdzx + Z [an/ cos nx sin mxdr+

n>1 -

s
+ b, / sin nx sin ma:dx]

f(z)sinmadx = wby,, de unde obtinem (12.3).

Observatia 12.1.2 Pentru serii trigonometrice de perioada 21 seria (12.1) va fi inlocuitd cu

% +nz>:1 (ancos Wan + b, sin ﬂl—nx> ,

seria

iar intervalul [—m, 7| va fi tnlocuit cu intervalul [—1,1]. Coeficientii an,bp,n > 0,m > 1 sunt dati
de relatiile

a, = - [ f(x)cos——dzx, n>0

by = - f(a:)sinnlﬂdx, n>1 (12.4)



12.1. Serii Fourier 243

Definitia 12.1.2 Fie f o functie integrabild si periodicd de perioadd 2w gi

1 ™

anp = / f(x)cosnxdr, n>0
™ —T
1 ™

b, = / f(z)sinnxdx, n>1
™ —Tr

Seria trigonometricd asociatd
% + §>1(an cosnx + by, sinnx) (12.5)

n>

se numeste seria Fourier a funcliei f, iar coeficientii an, b, se numesc coeficien{i Fourier a lui
f. Faptul ca seria (12.5) este generata de functia f se noteaza astfel f ~ % +Zn21(an cos nx +
by, sinnx).

Observatia 12.1.3 1. Daca [ este o functie pard, atunci
2 s
an = / f(z)cosnzdr, m>0 i b,=0, n>1,
T Jo
iar dacd f este impard, atunci

an=0, n>0 1 bn:; f(z)sinnxdx, n>1.

2. Coeficien{is Fourier sunt atasafi unei functii integrabile i nu unet serii trigonometrice.
Fiecarei functii integrabile pe [—m, 1] % corespunde un gir infinit de coeficienti Fourier dati
de (12.2) g1 (12.3).

Consideram o functie f integrabila pe intervalul [—m, 71]. Cu coeficientii Fourier dati de (12.2)
gi (12.3) putem construi seria Fourier asociata functiei f. Asupra unei serii Fourier se ridica mai
multe probleme. O serie Fourier este intotdeauna convergenta? In ce conditii o serie Fourier este
uniform convergentd? Daci o serie Fourier este convergentd, atunci suma ei este functia f7 Este
posibil ca doua functii diferite f gi g integrabile pe [—m, 7] s admita aceeasi serie Fourier? Data
fiind o serie trigonometrica, existd o functie integrabild pe [—m, 7| care sd admita seria data ca
serie Fourier?

Teorema 12.1.1 afirmi c& o serie trigonometricia uniform convergentd pe [—m, 7| este seria
Fourier a sumei sale. Deci orice serie trigonometricd uniform convergentd este o serie Fourier.

Teorema 12.1.2 Inegalitatea lui Bessel (1784 - 1846)
Fie f o functie integrabild pe [—m, 7],

sp(x) = % 4

ag cos kx + by sin kx
2

NE

b
Il
—

polinomul Fourier asociat functier f si

3

pn(x) = % + ) (apcoskx + [ sinkx)
k=

—

polinom trigonometric de grad n, arbitrar. Atunci

/ ’ [f (@) = pu(z))*de > / ’ [f(x) — sn(z))*de.

-7 —T
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DEMONSTRATIE:

— | [f(@) = pa(@)fde = — f (z)dz =2 [ f(z)pp(x)dz+ [ p(z)de

1 - i

it f( / f(z —d + = Z {ak f(x) cos kxdx+

T = d

+ Bk | f(x)sin k::ndx] = a02a0 + Z(Oékak + Brbr) (12.6)

- k=1
T . . 0, n#m [T
Deoarece sin nx cos mxdx = 0, sinnx sinmzx = cos nx cos mxdr =
—T —T ™ ’ n=m —T
{ 0, nzm / cos® nxdr = 7 i / sin? nzdr = 7 avem
T, n=m, J__ o
l/ﬂpQ(m)dx = 1/7r afg—l—zn:a%cosgkx—l—ﬁgsianx dx =
o G
ag 2 2
= 5 + > (ap+065) (12.7)
k=1
Din relatiile (12.6) si (12.7) rezulta
1 (7 1 (7 Qoa -
= / [f@) =pa@)* =~ [ fPla)dw—2 [ T2 > (g + Biby)
T ) T ) _x 2 Pt
2 n s 2
+2+;(ak+ﬁk)_ﬂ 7Trf (x)da:—i—f—i-
+ Y (af — 20k + B — 28kbk) = — [ fP(x)de+
k=1
oo — ag)? " a? "

g len )+ (= g =3 (el + ) (12.8)

k=1

Expresia din membrul drept al egalitatii (12.8) este minima atunci cand ag — a9 = o — ax =
Br — b, = 0, adica, atunci cand polinomul trigonometric p,(z) este chiar s,(x). Obtinem astfel

™

/ ' [f(x) — pu(2)]’de > / [f(z) — sn(z)]?dz.

Observatia 12.1.4
1. 1/7r [F @)~ sn(@)Pdr = " P(2)ds —

T J—n

n

2
Q
o+ _(af +0})

k=1

2 n 1 T
= % +> @+ <= | Pla)de (12.9)
k=1 d

inegalitatea lui Bessel. Deoarece inegalitatea (12.9) are loc pentru orice numdr natural n, avem

2 s
ap 2 2 1 2
- < —

5 + E (a;, +b;) < - _Wf (x)dz

n>1
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Seria cu termenul general ai + b% este convergentd, deci limy, o a, = lim,_~ b, = 0.
2. Daca f este o functie continud pe intervalul [—m, 7|, iar ap,bym,m > 0 si m > 1 sunt
coneficientit Fourier ai functiei f, atunci are loc egalitatea:

2 1 ™
Ded@ )= | Pl
n>1 -

numitd egalitatea Parseval-Leapunov.

Definitia 12.1.3 Pentru orice n € N gi pentru orice v € R — 277

_ sin (n$ + %)

oz
27 sin 5

Du(z) (12.10)

se numeste nucleul lui Dirichlet.

Teorema 12.1.3 Dacd f: R — R este o funcie absolut integrabild si periodicd de perioadd 2,
iar s, este suma partiald a seriei Fourier asociate lui f, atunci

sp(x) = L[ f(t)Dp(x —t)dt

s
DEMONSTRATIE: Se gtie ca

sin (n:c + %)

1+2cosx+2cos2x+---+2cosnx = —
sin 5

, VxeR-—-2nZ.

Din (12.10) rezulta

D, (z)

T or

n
1+2200sk::1c] , VxeR-—-27Z,VneN.
k=1

s aQ i . . . o .. .
Daca 5 + 3,5 (an cosna + b, sinnx) este seria Fourier asociata functiei f, atunci

sp(z) = %—&-Z(akcoskx—i—bksinkx):
k=1
- 7rj’(t)al7§+Zn:l 7rj‘"(t)(co*k: cos kt + sin kx sin kt)dt =
= o/ 27 ) s kx cos in kx sin =
I -
= 5 _ﬂf(t) l—i—Q;coskz(aE—t)] dt =

— [ )Du@—tydt, Ynz0

numita integrala lui Dirichlet.

Lema 12.1.1 (lema lui Riemann)
Daci f : [a,b] — R este o functie absolut integrabild pe intervalul [a,b], atunci

b b
lim f(z)sinnzdr = lim f(z) cosnzdr = 0. (12.11)

— —
n o a n oo a
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DEMONSTRATIE: Presupunem functia f integrabild pe [a,b] sifie A :a =1ty <t < --- <
tm = b o diviziune a intervalului [a, b].

b m—1 tiv1
/ f(t) sinntdt = Z / f(t) sinntdt (12.12)
a i=0 Vti

Notam m; = inf,epy, 4,1 f(t). Atunci integrala (12.12) devine

i+1
b mol g m—1 tit1
/ f(t) sinntdt = Z / (f(t) — my;) sinntdt + Z mZ/ sin ntdt.
a i—0 Yt =0 ti
Fie ¢; oscilatia functiei f in intervalul [t;, ¢;41], f(t) — m; < &;. Avem

m—1

b m—1
. 2
/a f(t) smntdt‘ < E 5i(ti+1 — ti) + E ZEO |ml|

1=

Intrucat functia f este integrabild, pentru € > 0 alegem diviziunea A astfel incas

4m—1
i n>- Z ).
¢ =0

—_

m—

Z @it —ti) <

1=

| ™

b b
Pentru aceste valori ale lui n se obtine / f(t)sin ntdt‘ < g, adica lim,, o / f(t) sinntdt = 0.
a a

b
In mod similar se aratd ci lim, .o, [ f(t)cosntdt = 0. S& presupunem ci functia f este

a
absolut integrabild pe [a,b] si b este un punct singular (altfel s-ar descompune intervalul [a, b]
intr-un numdr finit de intervale ce contin un singur punct singular).
Fie0<c<b—a;

b b—c b
/ f(t) sinntdt = f(t) sinntdt + f(t) sinntdt
a a b—c

b b
() sinntdt‘ < / F@ldt < S, Y0,
b—c b

—C

deoarece functia f este absolut integrabila pe [a, b].

b—c
Pe intervalul [a, b—c| functia f este integrabila gi pentru orice € > 0 avem f(t)sinnt| <
a
%, conform celor demonstrate mai sus.
b b
Astfel Ve > 0 / f(t) sin ntdt’ < g, adica limn_,oo/ f(t)sinnt = 0.
a a
Observatia 12.1.5 1. Dacd an, by, sunt coeficientii Fourier ai unes functii absolut integrabile,

atunci an,b, — 0.

2. Dacd functia f : [a,b] — R este continud pe portiuni pe intervalul [a,b], atunci au loc
relafiile (12.11).
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Teorema 12.1.4 Teorema lui Dirichlet
Dacd functia f : R — R este o funclie continud pe portiuni, cu limite laterale finite in
orice punct, de perioadd 27 §i derivabild pe portiuni, cu derivate laterale in orice punct, atunci

seria Fourier a lui f converge catre f(x) dacd x este punct de continuitate al functiei si cdtre
flx+0)+ f(x—0)
2

daca x este punct de discontinuitate al functies.

DEMONSTRATIE. Notam s = flz+0) —5 flz=0) gi evaludm produsul de convolutie D, *

(f = 9).

T —0
D+ (f — 8)](x) = /[ﬂm—ﬂ—ﬂ&ﬁmhj/ (@ — ) — s|Du()dt +

o 1 " s
+/_5[f(:n—t)—s]Dn(t)dt+/6 [f(x —t) — s]|Dy(t)dt =
= L+L+1I3, VeeRVO<do<m

L = /6[f(a:—t)—s]Dn(t)dt: Jf(x_it)t_'ssin <nt+;> dt =

T r 27 sin 5
1 [ cost
= — r—1t)—s sin ntdt +
2 J_ . [(f( ) ) sin 5}
1[0 t
+— (f(x —t) — s) cos = | cosntdt.
) 2
Deoarece functiile (f(x —t) — s) sirll sl (f(z—1t)—s) COS% sunt continue pe portiuni rezulti ca
2

limn_mo Il =0.
In mod analog se aratd cd limy, o I3 = 0.
Din ipotezd avem existenta unui numér ¢ > 0 astfel ca

[f(t) = flz = 0)| <cft —xf i
[f(t) = f(z +0)| < cft — ]

Atunci
5 sin (nt + &
| < /\ﬂx—ﬂ—ﬂ‘z(.fﬂﬁé
5 7 sin 5
5
fle=0)+ f(z+0 1

< / fle—1t) - ( )2 ( >2 —dt =
s SN 5

__1/va—ﬂ—f@—®+f@—w—f@+®h“<
21 s 2sin L -
1 /% cft ot

< L[ Ldt:i | ‘tdt.
2 J_s sin 5 2m J_5sing

. t] 5
Fie m = su |— Astfel |I| < 0,
1 Pit|<s sinl 12 < 7

Pentru V ¢ > 0, 3 n(e) € N astfel incat V n > n(e) mTC(S < &, ceea ce inseamnd ci
lim,, oo Io = 0, adici

lim [D, * (f —s)](x) =0,Yx € R (12.13)

n—oo
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Pe de alta parte,

Dus(F=s)@) = [ Duifta 1)~ slde = [ Da(t)f(e—t)a ~
-8 i D, (t)dt = (Dy, * f)(x) — S/

—T —

™1

w§(1+

+22008k$)dl’ = (Dp * f)(x) — s = sp(x) — s.
k=1

Din (12.13) obtinem ca s, — s.

Corolarul 12.1.1 Dacd f : R — R este o functie periodicd de perioadd 2w, continud, derivabild
pe portiuni, atunci seria Fourier a lui f converge punctual avdand ca sumd pe f.

Teorema 12.1.5 Criteriul Dirichlet - Jordan
Seria Fourier a functiei absolut integrabile, periodice cu perioada 27, f : R — R, converge cditre
suma s(z) in punctul x, dacd in orice interval [xg — h,xo + h|, functia are valori mdarginite.

DEMONSTRATIE. vezi [5] vol. TII.

Observatia 12.1.6 Condiliile din criteriul Dirichlet au un caracter mai particular decdl cele
din criteriul Dirichlet-Jordan.
Exemplu 12.1.1 1. Sd se dezvolte in serie Fourier functia f(z) = T 5 L in intervalul (0, 2m)
_1\n—1
si apoi sd se deducd suma seriei y <4 2737)_1

Functia f(x) = % satisface ipoteza teoremei lui Dirichlet. Coeficientii dezvoltdrii in
serie Fourier sunt:

1 21 o 1 1 27
ag = / T xda;:— Tr— —a? =0
™ Jo 2 27T 2 0
1 [ r—2 1 sinnz |2"
ap = — cosnrdr = — (7 — x)
m™Jo 2 27 n 0
21
+— sinnxdr =0
2nmw 0
1 27 _ 1 2
bn = 7T/0 ﬂ2xsinnwd:€:—% (w—z)coinxo —
1o 1
- — cosnrdr = — .
2nm Jq n
Deci serta Fourier corespunzdtoare este
T—x sin nx
=2 we(0,2m) (12.14)
n>1
Pentru x = 0 sau © = 27 suma seriei este s(0) = s(2mw) = f(0+0) +2f(277_ 0) = 0.

) ) -1 n—1
Ludnd x = % in (12.14) avem {f = anl 2’11%1
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2. Sd se dezvolte in serie Fourier functia f(x) = 10 — x in intervalul (5, 15).

In acest caz folosim formula (12.4) pentru | = 5. Avem

1 15 1 15
an, = 5/5 (10—:U)cos$da::E(lO—x)sin ?’5 +
1 /15
— sm@da} =0,
nm Js 5
1 15 1 15
b, = 5/5 (10—$>Sin?d$:—%(10—113)008?5 -
I 1
-— cos 22 gy (—1)"—0
nw Js 5 nmw
(12.15)
Deci 10 )
B n1 . nmx
10—z = ”n;(_l) ~sin—=, x€(515).

3. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f(x) = |x| in intervalul [—m, 7). Functia f(z) = |z|
satisface ipoteza teoremei lui Dirichlet.

Deoarece functia f este pard avem by, =0 gi

2 [T x?
ag = — zdr = —
™ Jo ™

™

:7]’,
0
2 [T 2 /x . ~ 1 [T
a, = - xcosnwdx:—(—smnx - — sinnxdx | =
™ Jo e n 0 n Jo
2
= —[(-1)"-1], Vn>1.
=)=, Ve

Seria Fourier corespunzatoare este:

2] 7772(308272171_—11 . ze(—mm)
om) = o= LETHO S0

2

12.2 Operatii cu serii Fourier

Integrarea seriilor Fourier

Teorema 12.2.1 Fie functia f integrabild pe intervalul [—m, 7| si seria Fourier asociatd functiei

[
ag .
f(z) ~ 5 + E ap, cOS NT + by, sinnx.
n>1
Seria Fourier asociatd funcliei f este integrabild si integrala functiei f(x) se obfine prin integrarea
termen cu termen a serier Fourier asociate.
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DEMONSTRATIE. Consideram functia

ao

F(z) = /Ox (f(x) - 3) dz, (12.16)

x € [—m,m| care este o functie continud si cu variatie marginitd si de perioada 2w, deoarece
™
F(r)—F(—7m) = f(x)dx — mag = 0.
—Tr

Conform teoremei Dirichlet-Jordan, functia F'(x) se dezvolta in serie Fourier pentru V z € [—7, 7],

ag

F(x) 5

+ Zan cosnx + [, sinnx (12.17)
n>1

gi seria Fourier corespunzitoare functiei F' converge uniform pe intervalul [—m, 7| citre F. Avem:

1 T 1 K 1 s
oy = / F(z)cosnxdr = —F(x)sinnx| — — f(x)sinnxdr =
L —— nm - nmw . J_n
b b
= = s (12.18)
n n
1 e 1 s 1 ™
Bn = / F(x)sinnxdx = ——F(x)cosnx| + — f(x) cosnzdr =
) nm . onm )
N A Tt (12.19)
n n

Daca in (12.17) = 0 atunci se obtine

%:_Zanzz% (12.20)

n>1 n>1

Inlocuind in (12.17) an, By si ap din (12.18), (12.19) si (12.20) avem

F(x) =

Z an sinnx + by, (1 — cos x)

n
n>1

care impreund cu (12.16) ne da

/ f(z)dx —/ %dw + Z/ (an, cos nx + by, sinnx)dz.
0 0 0

n>1

Pentru orice x1,z9 € [—7, 7], x1 < 22 se obtine

T2 T2 T2
/ f(z)dx = / 20 4z + 2/ (an cosnx + by, sinnz)dz.
x1 x1 2 n>17%1

sin nx T—x

= T2 x € (0,2m). Integrand pe inter-

z innt Tr—t
/ Z sinn d — / T dt.
0 n o 2

n>1

Exemplu 12.2.1 Consideram dezvoltarea ), 4
valul [0, z] obtinem
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adicd
Z 1 —cosnx T lccz
n2 2 477
n>1
de unde rezulta cd
Zcosnm 1 2 _ T
n2 4 2 ’
n>1
unde
1 27 T LE2 2
c=— —x—— |der=—

Astfel am obtinut

n2
n>1

Derivarea termen cu termen a seriei Fourier

Fie functie f continui pe intervalul [—m, 7| si presupunem ci in afara unui numér finit de
puncte izolate existd derivata functiei f si cd f’ este absolut integrabild pe [—m, 7|.
Atunci seria Fourier a functiei f se obtine din seria Fourier a functiei f,

f'(z) ~ Za; cosnz + bl sinnx, (12.21)
n>1

prin integrare termen cu termen. Termenul liber a) al seriei (12.21) este zero. Intr-adevar,

L(f(m) — f(-m) =0,

=2 [ )=

™ —T

Are loc si reciprocea. Seria (12.21) a derivatei f’(z) se poate obtine din seria Fourier corespun-
zitoare functiei f prin derivare termen cu termen.
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acoperire, 50
finita, 50
aderenta unei multimi, 28
aplicatie liniara, 57
aria
exterioard a unei multimi, 190
interioard a unei multimi, 190
unei multimi, 190
unei suprafete, 215
axioma Cantor - Dedekind, 8

banda lui M6bius, 220

cardinal, 14
cel mai mare element, 7
cel mai mic element, 7
clan, 189
coeficienti Fourier, 243
coeficientul unei contractiei, 35
contractie, 35
convergentd punctuala, 141, 147
convergenti uniforma, 141, 147
criteriu
de comparatie la limita, 167
de rectificabilitate al lui Jordan, 172
general de convergentd al lui Cauchy,
143, 148, 165
criteriu general de convergent al lui Cauchy,
123
criteriu necesar de convergenta, 121
criteriul
Raabe - Duhamel, 136
Abel - Dirichlet, 124
de comparatie, 166
de comparatie cu inegalitati I, 128
de comparatie cu inegalitati I, 130
de condensare al lui Cauchy, 130
de integrabilitate al lui Darboux, 194
Dirichlet-Jordan, 248
integral al lui Cauchy, 169
lui Abel, 170
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lui Darboux, 190, 228
lui Kummer, 134
lui Schwarz, 84
majorarii, 144, 148
monotoniei, 128
radical al lui Cauchy, 131
raportului al lui D’Alembert, 133
Sylvester, 96
curba, 175
inchisd, 175
neteda, 175
neteda pe portiuni, 175
rectificabila, 175
curbe juxtapozabile, 175
curbele retelei lui Gauss, 212
cvasinorma, 23

derivarea functiilor compuse, 75
derivata partiala, 65
derivata dupa o directie, 71
derivata unei multimi, 28
difeomorfism, 97
diferentiala unei functii, 64
distanta, 17
distanta

uniformi, 21
distanta Hamming, 21
diviziune, 192, 226
domeniu, 56

compact, 192

simplu, 198, 200
drum, 171

inchis, 171

neted, 171

neted pe portiuni, 172

rectificabil, 172
drumuri

echivalente, 174

juxtapozabile, 172

ecuatiile parametrizate ale panzei, 211
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egalitatea Parseval-Leapunov, 245 curbilinie in raport cu lungimea unui arc,

element 177
de arc, 179 de suprafatd in raport cu aria, 217
de arie, 194, 215 de suprafatd in raport cu coordonatele,
de volum, 227 220

exteriorul unei multimi, 28 divergenta, 163

extremitatile unui drum, 171 dubla, 194

fata inferioard a unei suprafete, 219
fata superioari a unei suprafete, 219
formula

Gauss - Ostrogradsky, 233

lui Green, 201

lui Mac-Laurin, 89, 92

lui Stokes, 222

lui Taylor, 86, 91
formula lui Taylor

cu rest integral, 89

cu rest Cauchy, 89

cu rest Lagrange, 89

cu rest Peano, 87

cu rest Schomlich-Roche, 88
formulele lui Euler-Fourier, 241
frontiera unei multimi, 28
functie

continua, 43

cu variatie marginita, 172

derivabila partial, 65

diferentiabila, 63

local integrabila, 163

uniform continui, 56
functii implicite, 101

gradient, 67

imaginea unei curbe, 175
imaginea unei panze, 211
independenta de drum, 184
inegalitatea

Cauchy-Buniakovski-Schwarz, 24

lui Bessel, 243

lui Holder, 19

lui Lagrange, 75

lui Minkowski, 20
infimum, 7
integrala

convergenta, 163

curbilinie in raport cu coordonatele, 180

generalizata, 163
improprie, 163
lui Dirichlet, 245
tripla, 227
interiorul unei multimi, 28
interval, 55
inchiderea unei multimi, 28
izomorfism diferentiabil, 97

lema
intervalelor inchise incluse, 12
lui Abel, 151
lui Cesaré, 13
lui Riemann, 245
limita iteratd, 49
limita
inferioara, 41
superioara, 41
unei functii intr-un punct, 47
linie poligonala, 56
lungimea unei curbe, 175
lungimea unui drum, 172

masura, 189
pozitiva, 189
reala, 189
majorant, 7
matricea jacobiand, 66
metoda
celor mai mici patrate, 114
gradientului, 116
metrica, 17
metrica
Cebagev, 22
discreta, 20
euclidiand, 18
Manhattan, 18
Minkowski, 19
minorant, 7
multime
inchisa, 26
cel mult numéarabila, 14
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compacta, 50
conexa, 54
densd, 12, 32
deschisa, 26
finita, 14
inductiva, 9
infinita, 14
marginita, 50
majorata, 7
minorata, 7
neconexa, 54
nenumarabila, 14
numarabila, 14
ordonata, 7
multimea numerelor reale, 9
multimi echipotente, 13

natura unei serii, 120
norma, 23
nucleul lui Dirichlet, 245

operator liniar, 57

operatorul
de diferentiere, 85
Hamilton, 67

orientare a unei suprafete, 219

panza parametrizata, 211
panze parametrizate echivalente, 211
poligon
exterior, 190
interior, 190
polinom Fourier, 243
polinom trigonometric, 241
polinomul lui Taylor, 86
produs
convolutiv, 137
produs scalar, 24
proiectie stereografica, 21
proprietatea lui Arhimede, 11
punct
sa, 95
aderent, 28
critic, 94
de acumulare, 28
de extrem conditionat, 105
de extrem cu legaturi, 105
de extrem local, 94
exterior, 28

fix, 35
frontierd, 28
interior, 28
izolat, 28
stationar, 94

raza de convergenta, 152
relatie
binara, 7
de echipotenta, 13
de ordine, 7
de ordine totala, 7
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reprezentarea parametricd a unui drum, 171

restul seriei, 123

semidistanta, 17
semimetrica, 17
seria
binomului generalizat, 160
geometrica, 121
Mac-Laurin, 160
Taylor, 158
serie
absolut convergenta, 125
alternata, 124
convergenta, 120, 147
cu termeni pozitivi, 128
de functii, 147
de numere, 119
divergenta, 120
Fourier, 243
produs, 137
semiconvergenta, 125
trigonometrica, 241
uniform convergenta, 147
serii de puteri, 151
sferoid deschis, 25

spatiu
Banach, 35
metric, 17

metric complet, 34
prehilbertian, 24
tangent, 219
topologic, 27
vectorial, 22
vectorial normat, 24

subsir, 30

subacoperire, 50

suma
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Riemann, 192
suma Darboux, 192
suprafata, 211

neteda, 213

orientabild, 219

simpla, 212
supremum, 7
sir, 30

convergent, 30

fundamental, 32

marginit, 32
sir de functii, 141

teorema
a Il-a a lui Abel, 154
Cauchy-Bolzano, 47
Cauchy-Hadamard, 152
Darboux-Bolzano, 46
functiei inverse, 99
functiilor implicite, Goursat, 101
Heine, 57
Heine - Borel, 52
I a lui Abel, 151
Kuhn - Tucher, 106
lui Banach, 35
lui Dirichlet, 126, 247
lui Fermat, 94
lui Leibniz, 124
Mertens, 137
Riemann, 126
traiectorie de gradient, 117
transformare regulata, 97

urma panzei, 211
urma unui drum, 171

vecinatate, 25
vector admisibil, 105
volum, 225

Weierstrass, 148



